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Sujet :

Est-il possible de construire une figure d'airéefint de périmétre infini ? En particulier, peut-on

modifier une figure pour.augmenter son périmetres gdanger son aire ?

Conjectures — Résultats ;

La recherche des éléves a consisté a.construir@rdeédés conservant l'aire mais augmentant le

périmeétre.

Presque tous les calculs ont été faits dans I'anrade tous n’'ont pas été rédiges ici.
De méme pour les procédures sous GéoTortue.

Les éleves ont mis en place des suites associes langueurs de cotés et a des périmeétres, calculé
certaines limites, élaboré des procédures, étailitableaux de valeurs et de résultats ainsi gsie de

graphiques comparatifs.

Procédé Coté Périmeétre Limite Procédure
Formule{ "Démo | :Formule Démo | Résultat Démo |+ Ecriturg Dessin
Escalier * * * * * * * *
Dentiolite 1 % * * * * * * *
Dentiolite 2 : * * * *
Carré * * * * * *
Hexagone * 3 * *
Cercle * * * * * * * *
Peigne J *
Octogone * * * *
cgone * * *
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Résumé :

Peut-on augmenter f@rimetre d'une figure sans changer son aire ? Bansombreux sujets de
maths, on rencontre des applications d'optimisatiaimes pour un périmetre fixe. Mais inversement,
quel procédé faut-il mettre en ceuvre pour avoipénmeétre maximal sans changer d'aire ? A notre
aire fixe d' Im*, on peut également ajouter un parameétre supplé@mentun cadre dem¥® a ne pas
dépasser. C'est en partant de carrés, rectangliegjones, hexagones ou encore cercles, que nous
avons baptisé ces objets nouvellement crégsaires ».

Les unités utilisées seront les m® et degrés.

1 - Escalier

Description du procédé :

Pour commencer, en partant d’'une figure de cownlenleve" ¥4 de la surface du carré en haut a
gauche, que I'on replace au dessus du coin supélieit. Ainsi I'aire est conservée. Le périmétre
augmente a chaque étape de 2 fois la moitié dudtboarré précédent.

A chaque étape, on enléve un quart du dernier egordé que I'on replace au dessus. Le périmétre
augmente de maniere semblable a chaque étapeés:|a fooitié du coté du carré précédent.

Calculs :
Soit P, le périmetreC, le c6té, en leur indice a I'étape.
Etape 2

4+ o
$ W =Wly=0CG

CD J.\- e
|y Cétés qui se
’ compensent au niveau

Figure 1 — Découpages pour Escalier

On a ainsi:
P, =4=4C, etl31:4+2><%=4C0+2C1 etC1=%CO :

puis P, = P, +2x% = 4C, +2C, +2C, et C, :%cl doncP, = 2C, +2C, +2C, +2C,

on peut alors en induire une formule permettardadeuler le périmetre :
i=n
P,=2C,+2) C,.

i=0
Voici une démonstration par récurrence de la sBjte

Initialisation :

P,=4=4C, =2C, +2C,

Hérédité:
i=n i=n+l

Si P, =2C, +2) .C,, est-ce queP,,, =2C, + 2> C, est vraie ?
i=0 i=0

P. =P, +2C,, car 2 nouveaux cbtés sont rajoutés a la figure
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i=n i=n+1
P.,=P,+2C,, =2C,+2) C +2C,, =2C,+2) C
i=0 i=0
Conclusion :
P, estvraie, donc par récurrenBe est vraie pour tout.
Par ailleursC, = 1C, =% ; C, =% 2—12 C, :Zi or P, =2C, +22C donc

N \

n+l
or Iim(ij =0donclim P, =2+4=6.

n— +oo 2 n- +oo

Avec ce procédé, on a alors un périmetre qui temd une limite finie.

- M

Figure 2 — Escaliers 0-1-2-10

A chaque étape deux segments du nouveau carréagountés, les premiéres valeurs du périmétre

1

P = 4+2><l P—P+2x P, = P+2><2—

sont ' 2, 22 et's

Le processus se continuant on a de méme 1 T 2% on

Le calcul des premiéres valeurs fait apparaitrertrae limite. Peut-on faire mieux ?

2 — Dentiolite 1 :

En partant d’'un carré de coté 1, on "enleve" dud lsupérieur un triangle de hauteur la moitié du
c6té, que I'on replace sur le bord inférieur. léagrst ainsi conservée.

Le périmetre est diminué de 2 c6tés puis augmentefdis la longueur des cotés du triangle (qui est
isocele) par rapport au périmetre précédent.

Etape 2:

Figure 3 — Découpages pour Dentiolite 1

La figure initiale étant un carré, le périmetrdialiest donck, = 4

MATh.en.JEANS - Isoaires-StJo_2014 3



On note P, le périmétreC, le c6té du triangle, etleur indice I'étape.

V2

Al'étape 1 on 6(31:7 etR, =2+4C, .

Aux deux étapes suivantes

A chaque étape, on "coupe" le bord supérieur déglare initiale d’'un triangle de plus, en le
replacant sur le bord inférieur. Le périmétre augt@mede maniére semblable a chaque étape : on
conserve toujours la longueur des 2 cotés latédrula figure et on ajoute le nombre de co6tés de
triangles autant de fois que I'étape le nécessite.

J5

Alétape 2 on &C, :T et P, =2+8C,.

V10

Al'étape 3 on &C, :? etk =2+12C,.

Calcul de P, en fonction den et de C,

On observe queP, =2+4C,, P, =2+8C,, P, =2+12C,.

On remarque que 4, 8 et 12 sont des multiples de B =2+4x1C,, P,=2+4x2C,,
P, =2+4x3C,.

On peut alors en induire une formule permettartadeuler le périmétrd, =2+4xnC, .

Calcul de C,, en fonction den
Pour calculerC, on utilise le théoreme de Pythagore.

Etape 2: Generalisation :

Figure 4 — Calcul des cbtés

2 2
Par exemple a I'étape 2 o3 = AC =+/ AB* + BC? :‘/(%j +(%j = ‘/% +% :\/%'

En suivant le méme raisonnement que précédemmepeurgénéraliser ce calcul :
2 2 2 5
C,=AC= (Ej +(ij =\/1+71=\/n +1=\/n +1'
2 2n 4  4n® 4n? 2n

Procédure sous GéoTortue

Pour tracer la Dentiolite 1 nous avons utiliséolgidiel GéoTortue. Il nous faut la longueur dessft
que I'on a pour le triangle avec la formuly,, et I'angle pour faire tourner la tortue, notamman
niveau des triangles, que I'on a calculé (directendans la procédure).
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Procédures

i pour dent n

2= av 100

= pepn (1o 0180 - atan (1)) av {{EDI:\}*J{HF‘EH}} 2

o=t ZRA0-atan (i ; av ((B0M 2+ td atandiing )
=19 180

= a1 00

r=repn [tgatanlim ;av (G0 nt2+ 1

w= tg 2*(90-atan (1Y) av (50 "2 +1))  td (180 -atan{1in)))
s=fin

Figure 5 - Procédure Dentiolite 1

Calcul de la limite deP,

Vn? +1

2n
OnaP,=2+2n donc lim P, =+« . Avec ce procédéR, a une limite qui tend vers l'infini.

n- +oo

nYW

Figure 6 — Dentiolites 0-1-2-10

On aalorsP, =2+4xnC, =2+4n =2+2Vn” +1.

Peut-on faire mieux ?

3 - Dentiolite 2 :

Description du procédé :

Sur le méme principe que la Dentiolite 1, au lieuabuper des triangles dans le carré, on peut
couper a l'aide de paraboles. C'est-a-dire que [@oDentiolite 1, on peut associer les segments de
droite du triangle a des courbes de degré 1, ehlapére avec une courbe de degré 2. Cela permet
d’avoir un processus d’augmentation du périmetus phpide, car les c6tés ajoutés sont plus longs.
Pour chaque étape, le processus se déroule dent@ mé@niere que pour la Dentiolite 1 : on ajoute
une dent a chaque fois.

Le périmetre augmente de maniére semblable a clé&gpe : on conserve les deux cotés latéraux et
on ajoute autant de fois que I'étape le nécessit®inbre de cotés formés par les courbes.

On noteP, le périmétreC, la portion de courbe, etleur indice I'étape.

Etape 1:
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Ay

Az

Ay

Figure 7 — Dentiolite 2 — Etape 1

De méme que pour la Dentiolite 1, la figure indiaist un carré de c6té 1, doncon a:

P,=4 etP, =2+4C,.

La formule de généralisation pour calculer le pétimest ainsP, =2+ 4xnC, .

Pour calculerC, on va étudier la portion de courbe dans un rep&#ex des coordonnées. On
découpe en 4 et on choisit d’avoir 5 points parcsde faciliter les calculs, cependant le calcdl es
moins précis que si on en avait plus. Pour avoiohgueur deC,, il faut additionner les distances

entre les points.

Par construction, on connait les coordonnées desspg, et A,. On définit ensuite les autres points

en coupant de maniére égale I'axe des ordonnéese@aonnait ni leurs abscisses ni I'’équation de la
courbe pour le moment, on va donc les calculer.

Recherche de la courbe
On a d’abord besoin de I'équation de la courbe pouroir trouver les ordonnées.
On est sur une courbe de second degre sur I’iriterE,@a;O,S].

On connait le sommet de cette parabole quirgét . 0;0)

Soit une équation du second degng= ax® +bx+c=f x ; Skon sommet S(—Zi; f(—2£)). On
a a

saitque;—b:O, doncb=0,onaalorsy=ax*+c=1f X )
a

La courbe passe pa%, (0;8pnc f (0) =0 doncc= Od'olionay=ax*=f &)
11 1 1 1 (1Y 1
La courbe passe —:=) donc pourx==onay==donc==a =| donc=x4=a dou
p |0a4<4(2 2) p > y=3 > a(zj 5
a=2

Ainsi on a pour I'étape 1 la parabole d’équatipr 2x>.

Calcul des coordonnées des points
On peut alors calculer les coordonnées des padts,;y, . AX:Y), A(X:Y,),

As(X33Y3) s A% Ya) -

. 1 1Y% 1 . 2 2\ 22

On choisitx, == dou y, =2%x| =| =—,puisx, =— dou vy, =2x| —| =—

%78 Y (8) 32’ PUSX T3 % (8) 32
. 3 . . 3)* 3
uisx,=— dou y, =2x|—| =—.
p 373 Y3 (8) 3

On remarque que les ordonnée®rment une suite. Si on appefd’indice correspondant pour les
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2 2 2
points A, A, A,, Ay, A,on a alors 1y, =% car en prenank =§ on ay=2><(—j =p—, et

@ [T

2

o 4 4 1 o 11

ainsi pourx, =— onay, =— =—, ce qui était attendu pouk, (=;-).
pourx, =2 Ya=3,75 0 ced p U&(Z 2)
Les points du découpage sont dokc (O;B)(E'i

8'32

2.4
8'32

3. 9.

11
), A ) ﬁ&(8,32),ﬁu65f§)-

Périmétre
On aalorsC, = A)A + AA, + A A, + A A, puisP, =2+4C,.
Etape 2

A l'étape 2, on étudie la courbe S{lﬁ; ﬂ car I'on découpe la base de la « dent » en daug, ainsi

une dent en plus.
Soit B,, B, B,, B;, B, les points a I'étape 2.

Figure 8 — Dentiolite 2 — Etape 2

Recherche de I'équation de la courbe
De méme que pour I'étape 1, par construction, amai les coordonnées des poilset B,. On

e . . L ., 1 2 3 4
définit ensuite les autres points en coupant deiégnarégale I'axe des ordonnées—,—,—,—

16'16'16'16

Mais on ne connait ni les abscisses des point&guiation de la courbe.

En procédant comme pour I'étape 1, I'équation edadormey = ax®.

2
La courbe passe par le poiB;(%;%) d’ou %: a(%j d’ou a=8 d’ou I'équation de la courbe est

y =8x°.

Calcul des coordonnées des poiBtsB,,B,,B;, B, _

De méme qu'a I'étape 1, on &, :i,x2 =£,x3 =3,x4 :i, c'est-a-direx =P
16 16 16 16

Pour I'abscisse des points, on peut définir unentde comme pour I'étape 1 :
Pour n= 1on avaitx, =§, pourn= 2o0n ax, :8_pz’ pour n= 3 on aurait un découpage en
X

24=8x3, on aurait alorsx,, :8_p3 ; on peut alors induire que pauon aurax, :8£'
X

n
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A l'étape 2 on ayl=8><(ij2=i et y2=8><(£j2=i, puis dans le cas général
16 32 16 32

2 2
Yo :SX( pj :p—. On constate qug, a les mémes valeurs qu'a I'étape 1. On peut dothgiie

16) 32
que y, aura les mémes valeurs pour toutes les étapes.
: 11 2 4 3.9 11

Les points du découpage sont d B)(—;—), B,(—;—), B;(—;—) ,B,(=;5) .

p pag ac «)Bx16 32) 2(16 32) 3(16 32) 4(2 2)
Périmétre
On ade mém&, = B,B, + BB, + B,B, + B,B,. Mais a I'étape 2 on a 8 segments de parabole d'o
P, =2+8C,.

On remarque queP, =2+4C, et P, =2+2x4C,.
A l'étape 3 on aurait de méme 12 segments d’owoaitaP, = 2+3x4C,.
On peut alors en induire une formule pour le pétnienen fonction daetC,  : P, =2+nx4C, .

On remarque que la formule du périmeétre est la naueepour la Dentiolite 1, c’est bien ce qui était
prévu dans le procédé.

Etape 3
A I'étape 3, on étudie la courbe {Lo; %} on aura 3 dents. Les abscisses des points dupkge

P _ P
3x2x4 8x3

seront alors;xp =

Généralisation pour la parabole :
En généralisant le procédé au dessus on peutiathrise que les points du découpage ont pour

abscissex, :ﬁ.
a8n
En procédant comme aux étapes 1 et 2, I'équatiotiedis formey = ax®.
11 1 1\ 1 4n?
La courbe passe par le poiB,(—;=) dou —==a — | dou —=ax doll a=—— =2n2
passe par le poib, (7 1i7) 2 a(an 2 n?

d’oli 'équation de la courbe egt= 2n*x*.

Remarques :

Nous avons utilisé le logiciel GéoTortue pour traeeDentiolite 2. Pour cela nous avons utilisé la
distance entre les points pour pouvoir tracer larlee, ainsi que I'angle pour tourner (directement
dans la procédure). Nous l'avons réalisé uniquement I'étape 1, car il nous faudrait a chaque
étape recalculer la distance et I'angle.
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1= pour parad |
=t 90
= tg atan(1/4)
= @ P 2+ {13 B 1Y)
= tg (atan(3/4-atan{154))
= A Py 2+ (A3 2 272
= tg @taniafd)-atan{3i4))
= aw P ey 2+ (i3 2 2712
= g (atan(7i4)-atan{a4)))
o= @ ({1 I 2+ {FI3 2y 23112
1= fin

o

L

LI - T T ™

[T ]

t3= pour parag |

=g 90

5=t atan(1/4)

6= @ I IS 2+ 320 2120

7=t (@tan(aid)-atandli4))

ta= @ I IS 2+ (I3 20

ro=td (@tanisrd)-atan3r4)

20= g (e 2+ (832 2120

o= td (@tan{rrd)-atan{or4))

2= @ (0 I 2+ (T3 2 2120

= fin

== pour dent |

== parad I

= lotd datandsi4)) av P2 td 90 av 152, tg 180; be;
=> parag |

== fin

=

= pour dentiolite2 |

12> dent |

= 1y (atan(rid4)

= o av 02 tg 90; av 2 be avl tg 180,
> dentl

=1 (atand74) tg 180 Ic; av 2 td 90 av /2 be; g 180, av |
= fin

Figure 9 - Procédure Dentiolite 2

Il faut beaucoup de calculs pour passer a I'étape 2

Nous avons aussi penseé a utiliser Algobox, logmneis lequel nous pouvons entrer des coordonnées
de points. Cependant cela nécessite beaucoupraedaprogrammation (rien que pour I'étape 1, il y
a 5 x 2 x 4 coordonnées a rentrer : 5 points parbey coordonnéesety, courbe présente 4 fois
dans la figure). On peut aussi mettre les formptas calculer les coordonnées, mais cela implique
de déclarer énormément de variables, ce qui neousadt pas forcément le programme,
contrairement a ce que I'on pouvait penser.

Pistes d’amélioration :

Pour optimiser encore le processus d’augmentatigmedmetre, on peut penser a augmenter le degré
de la courbe, ce qui rallonge la longueur des cdi@gtés. On imagine que la figure vers laquelle ca
va tendre sera un rectangle dont on ne distingpkra l'intérieur de I'extérieur, car la « dent »
formée par la courbe va "s’aplatir".

On peut aussi penser a "creuser" les « dents »Ipinsdans le carré de départ: au lieu d’aller
seulement a 1/2 de hauteur, prendre une hauteul, deoir plus, mais aprés les «dents »
s’emboiteraient les unes dans les autres.

Ces différents processus n’ont pas de limite péramétres tendent vers l'infini.
Peut-on améliorer la rapidité de croissance ?

MATh.en.JEANS - Isoaires-StJo_2014 9



4 — Carré avec récursivité

Présentation

Pour répondre a notre probleme, c’est-a-dire autgnés périmetre d’une figure tout en conservant
la méme aire, nous pouvons continuer a nous pteoes un carre.

On divise chaque c6té du carré (de longueur 1)ira egments égaux. On peut alors rajouter un
carré de longueur 1/5 a I'extérieur du carré ih{@apartir du deuxieme segment).

Le périmetre a été augmenté (création de segmeppdésnentaire) mais I'aire aussi. C’est pourquoi
il faut retirer un carré (a l'intérieur du carrétial) de méme aire en prenant pour un de ses dtés

guatrieme segment de longueur 1/5.

On réitere ce phénomeéne sur les quatre cotés dé. dainsi, l'aire est restée identique mais le

périmetre a beaucoup augmenté (de 1 segment dotientd® segments sur chaque co6té du carre).

[ &

Figure 10 — Découpage d’une ligne - Carré 0 et @atr

Récursivité
A chaque étape, cette opération se répéete a umdieplus petite (on divise a nouveau par 5 chaque
c6té initialement divisé par 5) : on utilise le pbénéne de récursivité.

Procédures

1= pour seqgment I n

z= gin==0alors [avl]sinon [segment I/5n-1
= g 90; segment Y5 n-1
«=td 90; segment L5 n-1
s=td 90; segment 15 n-1
&=t 90 seqgment 15 n-1
=1 90; seqgment 15 n-1
&=t 90; segment 15 n-1
s=tg 90; segment 15 n-1
=t 90 segment /5 n-1 ]
it=fin

&= pour carreln
= rep 4 [segment | n;td 90
5= 1in

Figure 11 - Procédure Carré

Sur la figure, cela se manifeste par la créationateés de plus en plus petits en fonction desétap

.

Figure 12 — Carré 0, Carré 1, Carré 2 et Carré 10
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Les différentes valeurs sont relevées dans leaalda dessous.

Etape 0 1 2 n
Nombre 4x1 4x9 4x9%9 4x9"
de c6tés
Longueur | 1 1 1 1
d’'un cété g 5x5 E
Périmetre | 4

4><9><l 4.92.i2 4.9”.i

5 5 5"

L 1 . A .
On construit ainsi la formuleP, =4><9”><5—n ou 4 correspond aux quatre coOtés du canre,

correspond au nombre d’étapes, 1/5 correspondi&ikion de chague segment en 5 plus petits et 9
correspond aux segments créés a partir d’'un siiall@ment.

Variante

Pour augmenter I'efficacité de cette méthode, mmusrions diviser les segments par 4, et non par 5,
afin d’augmenter la valeur du périmetre (les segmmjoutés seraient plus longs), et nous n’aurions

gue 8 nouveaux segments.

Figure 13 — Carré Variante

Etape 0 1 2 n
Nombre 4x1 4x8 4x8x8 4x8"
de cotés
Longueur | 1 1 1 1
d’'un cété 4 Ax4 4
Périmetre | 4

4><8><E 4.82.i2 4.8”.i

4 4 4"

Les deux formules sorf’ = 4{2) et P = 4X(gj =4x2",

Les deux périmétres deviennent infiniment grandsgleen augmente infiniment, mais il est évident

gue la variante augmente plus rapidement—zcar%

5 - A partir d’'un hexagone

On considére maintenant un hexagone régulier corfiguge initiale (voir figure ci-dessous),

contenue dans une surface dont l'aire fixe= : 2
Si I'aire A, de ce polygone réguliér est A, =1 alors le cot& de I'hexagone prend comme valeur
2
c=.|— .
3/3
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Figure 14 — Hexagone initial

Calcul dec

. n s 3 , . .
Soitc un c6té de I'hexagone. On a aldrs %c, h étant la hauteur du triangle équilatéral de lzase

V3
. . . - xh ¢~ 2 C Va2
L'aire d’'un triangle équilatérdlde 'hexagoneH est définie pa#f = = = .

2 2 4
2 2
L'aire de I'hexagoné est alors définie pak, =6x A = 6><\/_T3C = 3\/250 :

332 2 2
Sachant qu =1 m?> onadoncA, =—— =1dolc2=——,doncc=_|— .
W =3 33 |33

Construction initiale
Pour obtenir I'étape suivante, on peut appréhetelgrrobléme de la grandeur du périmétre en

soustrayant des trapezes (dont les cotés non glasaéit la petite base équivalengatsur un coété de

I’hexagone et ensuite rajouter cette partie a €agtir du trapeze.
Pour cela, I'étude sur la moitié de I'hexagonet soitrapéze, facilite la lecture de la constructio

Figure 15 — Construction initiale
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Figure 16 —Hexagones 0, 1 et 2

Calcul du périmétre
Apres avoir calculé a la main le périmeedes figures créées selon les premieres étapms peut
regrouper les résultats dans le tableau suivant.

n | P
0 6%xC 5 2 3,7 n I:)n
3\/§~ bxc 6><1><E
1 18x 2 9 2 56 1 | 9xc 10
— =5 6x3x "
2 33 >
2 c 2 | 135x
54— 135 -2 ~ 84 3oxc 6x9x S
4 3/3 4
3 3 | 2025xc c
162x~ 2025 -2 =126 6x 27X~
8 33 8
4 30375%xc c
* | agex S 303752 ~ 188 T,
16 B75 35 =18

Apres observation, on voit que le périmetre augmentfonction de I'étape. On peut donc chercher a
formuler une conjecture.

On peut donc généraliser en proposant la conjestuvanteP, =6x 3" ><2—Cn = GCX% = GCXGJ .

Démonstration

A chaque étape chaque co6té est divisé par dewnmgtlacé par 3 cotes, 6 étant le nombre de cotés et
c étant la dimension du cété de base.

Calcul de la limite du périmétre

On a donc P, = GCXGJ , Or 6C = 6X% /3\2/5 est une valeur constante, donc la valeur de ladimi

porte sur (gj (suite géométrique de raiscm=g) ; or Iim"”{;) =+00 car q :g >1, donc
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Figure 17 — Périmétre en fonction de n

Construction avec GéoTortue

Le logiciel GéoTortue permet d'utiliser la récuigdv On peut visualiser I'évolution de I'allure te
figure et se rendre compte alors que le périmé&ted@autant plus grand que le rang de I'étape
augmente.

Procédures

i= pour trapézeg I n

#z= sin==0alors [av|]sinon [
i» g 60

4> trapézeq /2 n-1

5= td 60

&= trapézed /2 n-1

7= td 60

= trapézeq 112 n-1

5= tg 60]

to= fin

tz= pour trapézed I n

3= 5in==0 alors [av|] sinon [
ra= td 60

t5= trapézed /2 n-1

= 1Q 60

7= trapézeq /2 n-1

= 1Q 60

o= trapézed /2 n-1

a0 td 60]

#i= fin

2> pour hexaln

#= s5in==0 alors [av|] sinon [
x> trapézeqg /2 n-1

7= td 60

> trapezed 2 n-1]

= fin

0=

it= pour hexagone I n
w-rep3 [td 60, hexaln]

1= fin

Figure 18 — Procédure Hexagone

La procédure permettant de construire la figurgexine programmation en 3 étapes. Sachant que la
figure est un assemblage de trapézes qui subisseragrandissement ou une réduction selon la
valeur de l'étape ; il a été nécessaire de créex geocédures intermédiaires pour construire ces
trapezes :

. une procédure intitulégapézegpour les trapézes « sortants » (ceux qui sontcilés » a
I'extérieur ;
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. une procédure intituléeapézedoour les trapezes « rentrants » (Ceux qui SONRRUSES »).
Enfin, la figure obtenue exige alors un assembtigees deux trapézdsekd qui dépend du rang de
I'étape. Ainsi, on répéte 3 fois ce programiexagongpour visualiser la figure selon I'étape

Il faut en plus paramétrer le programme pour mgeéliune figure selon les variablegui indique la
longueur du segment initial etqui indique I'étape.
Voici la modélisation finale jusqu’a I'étape 4 {fa est conservée et le périmétre augmenté.)

@ Pofhi v

Figure 19 —Hexagones de 0 a 4

6 — A partir d'un cercle

Apres étre partis de figures polygonales, nous saanl'idée de débuter avec la figure pour laquelle
une aire de 1 donnait un périmétre minimal: le leerc
Des lors, connaissant I'aire de notre figure it fautrouver son rayon.

CommeA, = lonasr? = 1dolr -1,

Jr
Construction du creux
Nous avons voulu reprendre l'idée d'enlever des@anix de notre figure pour les remettre ailleurs,
mais le probleme dans un cercle est que les dégeapdoivent prendre en compte des parties
arrondies, plus difficiles a superposer sur leerelst cercle.
Nous avons donc eu l'idée de prendre un «trapéians le cercle auquel on Oterait sa partie
arrondie. Pour tracer ce « trapeze » nous preneuns points du cercleA(et A) chacun reliés auc

m]
entre du cerclé. L'angle que formeA'OA est notéa : a = AOA. De ce rayon nous 6tons un
segment de longuewt qui nous permettra d'avoir une figure en uneespattie dont les différents
morceaux ne coincideraient pas par un seul pOIy&,C’ distincts).

2

Figure 20 — Découpage dans un cercle

Construction de la bosse

Revenons a la figure, nous relions les deux ragomgutés des segments de longukqui donnent
les pointsC et C', ainsi que les deux points initiaukA et A'. Comme nous pouvons le voir sur la
figure 12, la partie arrondie est écartée et pwvéserpour la suite. On définit alors le point
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A'symétrique deA par rapport @A'. En reliant ce point A' et en découpant la partie extérieure, on
obtient une nouvelle surface identique au premierceau arrondi découpé. Nous avons également
créé un nouveau coté plat sur lequel nous pouvossrpe trapéze qui a exactement les bonnes
dimensions AA' étant égal &A"A". Les deux morceaux arrondis trouvent alors ndamant leur
place chacun d'un c6té du trapeze.

Conditions
1 L 1
Sachant que = — le périmétre du cercle e®}, = 277r = 271X — = 2.
NI Jr
Par ailleurs on @l =OC = OC'D}O;L{ et AC= A'C'=i -d.
Jrr Jr
Nous avons aussi besoin des poilisD', E, E',O' définis en reposant le trapeze au dessus de

[AAT].

Nous avons aussi alors remarqué qu'il fallait uglepas trop grand sinon les parties arrondies du
cercle recollées sur le trapéze se coupaient.

On cherche donc I'ensemble de définition de: A'D'< A'O'=r sinon [A"D'] et [A' D] seraient

sécants, eA'D'#Z A'O &inonO', D', D seraient confondus et alors le trianQI&’E serait « vide ».
m]

O
Si O'=D" alors le triangléAA'O’ est équilatéral, I'angld O' A' = AOA = a vaut alors 60°.
Pour que la construction soit possible il faut dque a <60°.

Calcul de distances

O
1 - cosAAO en fonction deAA’
Soit B se symétrique deA’ par rapport aO: le triangle BA'A est rectangle emA donc

O ! 1 1 1 O '

COSAAB = AR = AA = AA = AA\/TT donc cosAAQO = AA\/TT.

AB 2r 2/Jm 2 5
2 — AA’ en fonction deal

m] 0 _ 0 ,

De plusAOA' est isocéle e® et AOA=a donc AAO = 1802 a , de pluscosAAQ = AAZx/l_T

O

Vi Jrr 2

2 — Autre calcul d@A’

O O
En prenant milieu de [AA'] le triangleOAl est rectangle e® et AOI :% d’ou sin AOI :%

(a AA'/2 1 . (a
dou sin| — |=—— d'ou AA=2x——sin — |.
(2j 1 N (2j

On retrouve bien le méme résultat que au desssqmmto{woz_aj = co{QO—%) = sin(%j :

3 —CC'’ en fonction del et dea
(OA) et (OA")sont sécantes €n; O,C, A (OA) et sont dans cet ordre,
de mémeO,C', AO(OA '),

ocC _d ocC _d oCc _ocC

ona—=—¢et —=—donc— =—
OA r OA r OA OA

donc d’'aprés la réciproque du théoréme de Thales(CC") //[(AA ")
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d
= doncd+/ T = doncCC——
1 2 180—0/} Vn 2 {180—aj Jir 2
= ——=XC0§ —_— cog ——
\/I_T T 2

donc CC'=2d x co{

Jor  cc 2d\/_ 180- aj

180- aj

3’ — Autre expression po@C’
Dans le triangl®©CC’ soitH le milieu de[CC'].

D 1
Le triangle OCH est rectangle enH avec COH=% d’ou sin(%j:ﬁ:L/2

ocC d
d'ot CC'=2d sin[%j .
La encore on retrouve bien le méme résultat quaeasus.

4 - Calcul de 'augmentation du périmetre

Nos constructions sur le cercle n'altéerent pagd’aie départ du cercle, ainsi chaque fois que nous
utilisons le processus de construction le périmatigimente de :

p=AC+CC+C'A+DE + EE'+E'D'=2AC+ 2CC+2AC-2AA=4AC+2CC-2AA

4L g +2 2dcosw)j—2><—co{18o_aj d’ou
I 2 2

(et

4’ — Autre formule

Figure 21 — Figures particuliéres

Pour tenir compte des situations particuliéresrséjon poseDE = |A'E - AD|=|AC - AA|

d’ou DE=‘( —d)—\/_sm(aj

p=AC+CC+C'A+DE + EE+E'D'=2AC+2CC+2DE

L [RERNE
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Répétition

Notre idée de départ était de répéter le procgasgs’a avoir fait le tour du cercle.

Ces augmentations sont opérées un nombre maximuimisidépendant de I'angle pris au départ.
Pour simplifier les calculs nous n'avons pas chérahutiliser la partie de cercle restante. Nous

360}

n‘avons donc pris que la partie entlerea% notée E( 5
a

2a

La partie ajoutée au périmetre du cercle vaut dﬁﬁcz—j X p c'est-a-dire
a
360 1 180-a
4E —-d|1- :
(mj {JE j[ CO{ 2 D
En notant’ P le périmétre total dépendant deet ded on a donc
Ip= 2\/7_T+4E(360j i—d 1—co€180_aj
2a ) \\m 2
Découpage par etapes
Nous intégrons la notion d’étape dans la formuée@dente, c’est-a-dire que le périmétre

pourra étre calculé a n’importe quelle étapdu processus. Une étapecorrespond a une
division par 2 de I'angle :

sin=0ona 0pétale ;1= @n aE(@j bosses ou pétales ;3= dh aE(ﬂj pétales ;
2a 2a/2
sin=3o0n aE(ﬂj pétales ;
2a /4
On remplace donz par% dans la formule’ P ce qui donne
9p =27 +4g =80 X(i—dj 1-co
a | \m
2n—1
: 360x 2" 1 on
Ce qui donne’P, =2Jr+4E —— = |x| —-d|1-co
R ( 2 J [ﬁr ] 2
45
- 180-_
En choisissantr = 45° on obtient ,;P, =2m+4 360277 | i—d 1-co$— 2
90 Jr 2

Ce qui donnelP =2+ 4E(2”+1)>{

o 2)

1=
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Figure 22 — Fleurs 0-1-2-3

= 5 it= pour bosserda s pour Tigure rd a 7> pour Hewrrdp
rocedures 135 =4 sk s 3= 1500
= pour trour d a e = r-d-27rsingal ) s=trourda = rep (180/) [figmerdal
#x Tz gl t= = (180-a)2 2= td af? ELER |
1= b= (180-au2 5= = dsinal?) u=hosserda ar= tg 16D av 320
1= = 2d*singal2) e =2 T sinard) s= by 180-@rd) 42+ td 90; av BO; tg 90
5= coulewr 2550 0 iT= C=aln %> fin 4= be
i=td 180 avf = couleur 00 255 u= gcris nombre de pétales = p
=g t:u;av:rl merepn [avs tdc) i e
istg b avf = couleur 25500 4= v 15,19 90; av 30;1d 90
i fin 21> tgaiZ;av g 47> be
a1l b av | 4= BCTiS rayon =1
a=td b av o = le
2=ty a2 sr= av 15, 1d 90; av 15, tg 90
25» couleur 00 244 = e
s repn [av s tdc] s2- @Cris rayon cenfral=d
= fin 3= fin
Figure 23 — Procédure Fleurs
7 — Peigne

Une autre idée a été de modifier un rectangle faoreg un « peigne » ou « radiateur ».

JIgiy

Figure 24 — Peignes 0-1-2-10

+
Le périmetre est donné p& =4+ 3,8n+4n—2.
2In+2
Cette figure est paradoxale puisqu’on a I'impressioe I'aire devient plus grande quamést tres
grand.

8 - Octogone

Une tentative limitée a été faite a partir d’'unoggine, les mesures sont@n.La mise en place d'un
processus ne semble pas possible.
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24+8\2
3,53
Figure 25 — Découpage d’'un Octogone

o

NETEES TN

=2

48+ 42

5,37

Une variante a été cherchée en reprenant l'idéisédipour le carré : découper les bords et rajoute
des octogones réduits. Mais pour éviter que deseaax se superposent il a fallu modifier le

découpage.

\oici une procédure avec GéoTortue avec un redégmige chague segment en 11.

8 — Cgone

1= pour segment | n

z= sin==0alors [avl]sinon [segment i1 n-1

i g 2

2= 1g 13%5; segment 11 n-1
5= td 45; segment 1111 n-1
s=td 45; segment 111 n-1
7=td 45; segment 111 n-1
s=td 45; segment 111 n-1
s=td 45; segment 111 n-1
= td 45; segment 1111 n-1
=1 135, segment 11 n-1
2= gt 2711

= td 135, segment 111 n-1;

> 19 45; segment 111 n-1
s> 19 45; segment 1111 n-1
=19 45; segment 1111 n-1
=19 45; segment 111 n-1
w19 45, segment 111 n-1
o> 1 45; segment 111 n-1

2= td 135, segment 11 n-1]

o> g
2= fin
e

Za» pour octogone In

#x rep 8 [segment |n;id 45

= fin

Figure 26 — Procédure Octogone

En cherchant a étendre a des polygones réguliexdallu utiliser la partie entiere pour découper
3. Une premiere tentative a fait apparaitre, enmart, des superpositions : sans doute qu’il y @ tro

de rajouts intermédiaires.
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Pracédures

1> pour cgone | n ¢

2> p=floor(c/3)+2

4= sin==0alors [av!]sinon [

<> rep {c-2)/2 [cgone lpn-1¢c|

s> 19 180-360/c

> cgonelpn-1c

> rep c-2 [ td 360/c; cgone Up n-1¢]
&> 1g 180-360/c

- rep (c-2y2[cgone Vpn-1¢]

o> 1d 180-360/c

1= cgone lipn-c

2= Tep c-2 [ tg 360/c; cgone Vpn-1c]
u> td 180-360/c

1= rep (c-2)2 [ cgone Vpn-1c]]

- fin

17> pour polygone I n ¢
= repc [cgonein c; td 360/c]
= fin

Figure 27 — Procédure Octogoné 2 - Erreur

En procédant comme dans les figures précédengss,ectlire en ne rajoutant que deux insertions par
segments et en utilisant un découpage avec (fi®)#2) on obtient des figures satisfaisantes.

i=pour cgonelnc

= p=FTloor{c/H+5

7= gln==0alors [avl]sinon [av floor(c/3)+3* 00,
4= tg 180-36000c;

s=rep c-1 [cgone Vpn-1 ¢ td 360/c]

6= td 180 av floor (cr3)-11p; td 180-360/c
f=repc-1 [cgone Vpn-1¢; tg 360/c]

g=td 180 av (floorici3+3*ip ]

5= fin

i

i1= pour polygonepubli Inc
iz=repc [cgonelnc;td 360ic ]

72> fin
=
Figure 28 — Procédure cgone
. ST F5 s S
f’f- : Ay 0’5_ E\ 7 6\ 9‘3 \g\ ?é 3\
[ H} wl’ ({:; Ly :'Ili . &
", A o] og by o & o)
A b “en 7 .
; il -ty i o [Is Sy

Figure 30 — cgones 1 4-6-8-10-12
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Les différentes formules donnant le périmetre segtoupées en dessous :

) €5 48 4 43

30000
25000 //
20000 y —carré
/ —hexagone
15000 octogone
// — décagone
10000 /y / —dodécagone
5000 j z
M
0 1 T 1 T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 31 — Comparaison 1 des périmétres

10 — Comparaisons

Afin de mieux appréhender les difféerentes formujae nous avons trouvées et d'en comparer les

résultats, nous les avons rentrées sur un tabtaurgouvoir comparer I'évolution du périmetre selon
les étapes.

Evolution du périmétre

20

0.k
> WA

80

70

40

50

40

Périmétre (m)

30

20

é
&

o i o 5 4 5 4
Ftape (n)

Figure 32 - Comparaison 2 de périmetres

Ainsi comme nous pouvons le voir sur la figure pgrésente les 6 premiéres étapes, nous pouvons
regrouper les méthodes de construction en quattggs différents.

Dans le premier, nous mettrons I'Escalier. Ce demigmente Iégérement et semble avoir une limite
de 6.

Dans le groupe suivant se trouvent les Dentiobtde Peigne. Tous augmentent doucement mais ne
plafonnent a aucune limite.
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Dans le dernier groupe, a l'instar des fractalesc@trés, d'hexagones ou autre polygones), la fleur
connait une forte croissance (bien que pour I'nexegla figure ne montre pas parfaitement sa rapide
augmentation). Les membres de ce groupe vont doindeur périmetre tendre vers l'infini de fagon
plus fulgurante que les méthodes utilisées pouiideses du second groupe.

Conclusions

Par ailleurs toutes ces figures restent bien danslamaine limité. Il resterait a vérifier que les
figures restent dans le carré de c6té 2, en pheicpour toutes les fleurs ou alors a trouver les
conditions pour que ce soit réalisée.

Deux applications en technologie et dans le mondeivhnt ont été citées lors de la présentation au
forum Faites de la Science.
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