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N! se lit “factorielle N”. N est un entier pesi

Pal‘ Combien de ZérOStif et N! est le produit de tous les entiers dans

se termine N! ?

par ... des colleges André Doucet de
Nanterre et \¢tor Hugo de Noisy le Grand

enseignants : Danielle Buteau, Martine
Brunstein, Marie-Christine Chanudeaud,
Pierre Lévy

chercheur : Jacqueline Zizi

I'ordre croissant de 1 a N.
Voici quelques exemples :

1'=1;

21=1x2 =2;

31=1x2x 3=6 ;

41 =1x 2x 3x 4=24:
Bl=1x 2x 3x 4x 5=120;

10I=1x 2x ...x 9x 10 =3 628 800

On comprend vite comment construire des
factorielles, mais par contre on s’ apercoit
aussi que I’on obtient rapidement de grands
nombres.

5! se termine par un zéro, 10! par deux mais
par contre 1!, 2!, 3!, 4! par aucun. La ques-
tion est donc de savoir s'il est possible de
prévoir pour n’importe quel entier N le
nombre de zéros a la fin de N!.

Nous avons commencé par calculer les facto
rielles les unes apres les autres a I’ aide de
notre calculatrice. Mais trés vite, nous
n’avions plus le résultat exact, car la capacité
de la machine ne lui permettait plus d’ affi-
cher tous les chifes. Il a fallu alors faire les
calculs a la main. C’était long et fastidieux !
Nous avons bien essayé de programmer un
ordinateur pour lui faire faire ce travailoizi
notre algorithme :

Choisir un nombre |
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Notre professeur a alors traduit cet algorith- [calculs a la main ...
me en Turbo Pascal ; notre déception fut
immense lorsqu’on s’apercut que I'ordinatey
se montrait tout aussi incapable de calculer
n’importe quelle factorielle qu’ une vulgaire
calculatrice un tout petit peu évoluée.
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Nous avons repris nos calculs a la main
jusqu’a 25! et c’est alors que nous avons
constaté que 5! se termine par zéro ainsi
que 6!, 7!, 8! et 9! ; que 10! se termine par
deux zéosainsi que 1!, 12!, 13! et 14! ; que
15! se termine patrois zéios ainsi que 16!,
17!, 18! et 19! ; que 20! se termine par
guatre zéosainsi que 21!, 22!, 23! et 24!,
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Notre premiére conjecture était qu'il fsrit
de diviser le nombre dont on veut calculer
factorielle par 5 puis de prendre la troncatu
a l'unité du quotient :

= GUERHAD

BRENRNESBBERBERBEBRB v i oummwmm
1

par exemple : (1)
16 : 5 = 3,2 alors le nombre de zéros a la f
de 16! serait de 3
27 : 5 =5,4 alors le nombre de zéros a la f (D
de 24! seraitde 5
N qulnbfre dde é?ros N qulnbfre dde ééros N qulnbfre dde ééros
) 14 A i alafin de N! alafin de N!
Mais nos calculs nous montrent que 25! se ;% oz 4 Solse 1
termine par six zéros et non cing comme £ i a8 EUE 4
7 ~ 280 ... 284 ...534 131
prévu, de méme que 261, 27!, 28!et29l.  HE B E % o &
ST oo e v PR o
Aprés avoir constaté qua 25! il y avait un  £% i mom i ok i
. ) A . 70 .. 74 16 320 ... 324 78 570 ... 574 140
“saut” de 2 z€ros, NOUS avons SUPPOSe qu'a &7k 1e T R
. . . . 85...89 20 5 ... 33¢ 585 ... 58¢ 144
chaque factorielle d'un multiple de 5ily avai 2-% 2 o @ O
’ ~ . 100 ... 104 24 350 ... 354 86 600 ... 604 148
un saut de 1 zéro, et qu'a chaque factorielle 151 2 i I gelienr 19
d'un multivle de 25 il v avait un saut de 2 oo i 5 Som % o ea 1o
z€ros CeIF; nous a pe¥mis de faire un prem = & & mua o mus i
' L. 140 .. 144 34 390 ... 304 9% 640 ... 642 159
tableau avec nos preévisions (sans calculer i&:i& % ol 9 foree 1%
. 155 ... 15¢ 38 405 ... 40¢ 100 655 ... 65¢ 163
nouvelles factorielles). RS do-a o oo ot
mo-lre 4 2o0-az 1% oo 1%
Au premier séminaire, nous n'étions pas-d's 1§§33E§§ E‘E §§iﬁi§§ §Z §§§§§ Gg
cord entre les deux équipes a partir de 12! 2% & B i 6§§G§ 174
Notre chercheur, Mme Zizi nous a alors 5.2 2 R min
L, ! . . 225 .. 22¢ 55 475 . 47¢ 117 725 .. 72¢ 180
donne des calculs de factorielles aussi 2% 2 fo- i CEL A
240 ... 244 8 490 ... 494 120 740 ... 744 183
grandes que l'on veut faits par un ordinate % & age g 121 raelrac st

(hé oui, cela est possible : il ftufl'avoir les deux équipes, 125! se termine par 31 zéros
bons outils). Cela a permis de trancher le c'est-a-dire que 3 zéros supplémentaires
débat car, comme |'avait supposé une des apparaissent (au lieu de 2).
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Nous avons alors corrigé notre tableau de teurs délaissés est trop important. Comme
prévisions et nous Nous sommes pose la-quesus avons remarqué que I'on peut obtenir

tion : Ou y aura-t-il un saut de 4 zéros ?

La premiére méhode mise au point a partir

autant de puissances de 5 que de puissances
de 10, nous nous sommes alors intéressés aux
puissances de 5.

des remarques précédentes est la suivante :

Les zéros existant a la fin de N! proviennent

5x2=10
5x2¢=10

de l'existence de multiples de dix dans I*¢cd'une maniére plus générale :

ture de N! (exemples 10, 20, 30, ...). Mais

5nx2n=10.

d'autres multiples de dix peuvent étre obtenus

par les produits de multiples de 2 avec des
multiples de 5 impairs (exemples<32, 15x
4, ...). Les facteurs non utilisés sont regrou-
pés alors dans une variable A.

On décompose tous ces multiples de des
nombres inutiles issus de la décomposition
précédente sont regroupés dans A' avec A.
On recommence éventuellement ces décom-

Pourquoi y avait-il un saut de 1 zéro a chaque
multiple de 5 ?

5x2=10
Pourquoi y avait-il un saut de 2 zéros a
chaque multiple de 25 ?

25%x4 =100
Pourquoi y avait-il un saut de 3 zéros a
chaque multiple de 125 ?

125x 8 = 1000

positions s'il existe encore des multiples deCuel nombre multiplié par 16 donne 10000 ?

dans les facteurs délaiss@s obtient :

C'est 625 car
625x 16 = 10000

Nous avons ainsi prévu qu'a chaque multiple

Le nombre de zéros a la fin de N! est I'expde 625, il y avait un saut de 4 zéros. Cela

NI =10 x A"
sant n de 10.
Exemple :

331=1x2%x3%x4x5x6%x7%x8x9x10
x11x12x13x14x15%x16x 17x 18x 19
x20%x X 21 x22x23%x24x%x 25x%x 26 x 27
x 28%x29x 30x%x 31x 32x 33

331 =(2%x5)x (10%x4) x (15x% 6) x (20 % 8)
X (25x 12) % (30x 14)x A

33! =10% (10x 4) x (10 x 9) x (10 x 16) x
(100x 3) x (10%x 42) x A

331=10x (4x9x16%3x42x%xA)
331=10 x A
On a 7 zéros a la fin de 33!.

Cette méthode est efficace mais trop fasti-

confirmait notre idée que les nombres qui
déterminaient la quantité de zéros en plus
dans I'écriture des factorielles étaient :

5= =5
25=5x5 =%
125=5x5x5 =5
625 =5x5x%x5x%x5 =5

Nous avons conjecturé que toutes les puis-
sances de 5 donneraient un nombre de zéros
supplémentaire€n fait 5" donnera un saut

de n zéos.

Nous pouvions donc connaitre le nombre de
zéros a la fin de N! en poursuivant notre
tableau de prévisions aussi loin que nécessai
re. Cela n'était guére satisfaisant ! Il aurait été
beaucoup plus simple de pouvoir trouver le
résultat directement.

Pour cela, il faut trouver combien il y a avant

dieuse car le nombre d'étapes que nécessithl lde multiples de 5, de multiples de 25, de

tri des facteurs multiples de 5 dans les fac-

multiples de 125, ...
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Exemples de calculs : pour 3 124! exemple :

3124 :5 =624,8] y a 624 multiples de 50n veut connaitre le nombre de multiples de
avant 3124. 5dans 16. 16 =3 x5+ 1. Dans16 ona 3

paquets de 5 unitéke premier paquet donne
624 : 5= 124,8. 11 y a 124 multiples de 25 le premier multiple de 5, c'est-a-dire 5. Les
avant 3 124. deux premiers paquets donnent e second

multiple 2 x 5, c'est-adire 10, et les trois
124 : 5 =24,8. 1l y a 24 multiples de 125 paquets donnent le troisieme multiplex3®,
avant 3 124. c'est-a-dire 15.

24 15 =48Il y a 4 multiples de 625 avantMais E[N/5] donne ausi le nombre de mul-
3124. tiples de 5 dans N! :

624 + 124 + 24 + 4 = 776.11 y aura donc On veut connaitre le nombre de fois qu'il y a
776 zéps a la fin de 3 124! x dans N! : x et N sont des entiers positifs.
Pour cela, on range les facteurs de N! dans
Nous avons alors étab formule suivante I'ordre croissant, puis on compte le nombre
donnant le nombre de zéos qui terminent de groupes de x facteurs dans N.
N!:
Lorsqu'on calcule E[N/5], on trouve le
E[N/5]+E[N/S]+E[N/5]+...+E[N/5] tant nombre de multiples de 5 dans N! y compris
que E[N/Z] n'est pas nul. les multiples de 25, 125, etc ... Sil'on calcule
E[N/57] signifie : partie entiére de N/5 E[N/5?], on trouve le nombre de multiples de
25 dans N!Or les multiples de 25 sont déja
exemple : comptés une fois dans E[N/5]. Il faut pourtant
les compter une deuxiéme fois car on peut
Pour connaitre le nombre de zéros qui ternaissocier a 25 (c'est-a-dir® & facteur 2: on

nent 33!, il sufit de calculer obtient ainsi 5* x 22 c'est-a-dire 10? qui va
produire deux zéros a la fin. On comptera
E[33/5]+E[33/8]+E[33/5, ainsi trois fois les multiples de 5 supérieurs a

124 et ainsi de suite.
c'est-a-dire6+1+0=7,

donc 33! se termine par 7 zéros. exemple :
démonstration de la formule : On veut connaitre le nombre de multiples de
5 dans 16!.

E[N/5] donne le nombre de multiples de 5

avant N.Voici pourquoi : 16! =1x2x3x4x5x6x7x8x9x10
x11x12x13x%x14%x15% 16

On veut connaitre le nombre de fois qu'il y a

x dans N : x et N sont des entiers positifs. On regroupe les 16 facteurs par paquets de 5

Pour cela, il suffit de compter le nombre de car on sait que dans chaque paquet il y aura

groupes de x unités dans N. Cela nous est un multiple de 5 puisque les facteurs sont

donné par E[N/5] : classés dans l'ordre croissant.

N=nxx+R Donc E[16/5] nous donne bien le nombre de

n : nombre de fois qu'il y a x dans N multiples de 5 dans 16! puisque cela nous

R : reste qui ne peut pas former un indique le nombre de paquets de 5 facteurs
groupe de x unités gue I'on peut constituer

Congrés “MATh.en.JEANS” & I'Ecole Polytechnique les 23, 24, 25, 26 avril 1993



La recherche a I'école ... page 83

Puisque pour les multiples de 5 supérieurs a
25, on a besoin de plusieurs facteurs 2 pour

les associer aux facteurs , une question se
pose : est-on sOr de disposer ddisanfnment

de facteurs 2 c'est-a-dire de facteurs pairs ?

La réponse est oui car dans un groupe de 5
nombres consécutifs pris dans I'ordre crois-
sant, il y aura deux fois plus de nombres pairs
gue de multiples de 5.

En efet, par exemple :
21 /221231241 25/26/271/28/29/30

D'autre part, on peut obtenir plusieurs
facteurs 2 en ne décomposant qu'un seul
nombre pair

exemples: 28=2x2x7
24 =2%x2%x2x%x3

A présent, te voila aussi, cher lectexapable
de calculer rapidement et simplement le

nombre de zéros a la fin de Nu vas pou
Voir ainsi épater tes amis e¢ méme de nom-

breux mathématiciens car cette question est

loin d'étre une évidence pour le monde.
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