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Présentation du sujet 
 
 
 Les jeux de Nim sont des jeux de stratégie relativement courants se jouant à 2. Ces jeux se jouent avec 
des ďâtoŶs, des ďilles, des jetoŶs, des alluŵettes ou tout autƌe oďjet de Đe tǇpe. Il eŶ eǆiste d’iŶŶoŵďƌaďles 
veƌsioŶs ŵais ... Ŷous alloŶs Ŷous attaƌdeƌ suƌ l’uŶe d’elles. 
 
 Dans notre version, chaque joueur doit pƌeŶdƌe daŶs uŶ tas d’uŶ ĐeƌtaiŶ Ŷoŵďƌe de ďâtoŶs touƌ à touƌ. 
Le pƌeŵieƌ joueuƌ peut eŶ pƌeŶdƌe autaŶt Ƌu’il le veut ŵais doit eŶ laisseƌ au ŵoiŶs uŶ. Puis, ĐhaĐuŶ peut 
prendre le nombre de bâtons au plus égal au double du nombre de bâtons pris par le précédent. 
Par exemple, si le joueur précédent a pris 7 bâtons, le suivant peut en prendre 14 au maximum. 

Celui qui gagne est celui qui prend le dernier bâton. 
 
OŶ ĐheƌĐhe à savoiƌ s’il eǆiste uŶe ŵĠthode pouƌ gagŶeƌ à tous les Đoups, Ƌuel joueuƌ gagŶe daŶs Ƌuel 

cas, etc. On considérera pour notre analyse que les deux joueurs jouent pour le mieux.  
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1/ CONSTATS EXPÉRIMENTAUX 
 
 

Après des tests au cours desquels nous regardions les meilleurs coups à jouer et qui gagne (A ou 
B) en fonction du nombre de bâtons N (de 2 à 31), nous avons remarqué certaines choses. 

 
A- Loi du tiers : 

 
Nous avons premièrement remarqué que, loƌsƋu’uŶ joueuƌ pƌeŶd uŶ Ŷoŵbƌe de bâtoŶs 

supérieur à un tiers du total actuel, le joueur suivant peut prendre tout le reste. 
Paƌ eǆeŵple, si, aloƌs Ƌu’il Ǉ a Ϯ8 ďâtoŶs et Ƌue le joueuƌ pƌĠĐĠdeŶt pƌeŶd ϭϭ ďâtoŶs, je peuǆ pƌeŶdƌe 
jusƋu’à ϮϮ ďâtons, soit tout le reste (il reste 28 - 11 = 17 bâtons). 
 
 Démonstration: 
 
Il y a N bâtons. Le premier joueur prend A bâtons. A est supérieur ou égal à un tiers de N. 
 

 A   ш N/3  

- A  - N/3 

N - A  N - N/3 

N - A  2 x N/3 

 
N-A est le nombre de ďâtoŶs ƌestaŶts. Il est iŶfĠƌieuƌ au douďle de N/ϯ, soit Đe Ƌu’a pƌis le pƌeŵieƌ 
joueur. Le deuxième joueur peut donc prendre N-A bâtons et gagner. 
 

 
B- Suite de Fibonacci 

 
 Nous avons remarqué que A gagne dans la plupart des cas, sauf lorsque N est égal à 2, 3, 5, 8, 
ϭϯ, Ϯϭ,… soit des Ŷoŵďƌes de la suite de FiďoŶaĐĐi 
 

La suite de Fibonacci est une suite de nombres entiers dont les deux termes initiaux sont 0 et 1. 
Chaque terme est égal à la somme des deux termes précédents. La suite débute donc par : 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597... 
 
On la notera F. Fi est le terme de rang i dans F (le premier terme est au rang 0). 

Par exemple : F0 = 0 ; F9 =34 ; F15 = 6ϭϬ ; … 
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C- Annonce des résultats 
 
Nous avons également constaté que 

 
- Si le premier  joueur est devant un nombre de Fibonacci, alors il perdra forcément 
 
- “i le pƌeŵieƌ joueuƌ  Ŷ’est pas devaŶt uŶ Ŷoŵďƌe de FiďoŶaĐĐi, alors il gagnera à coup sûr (1). 
 
 
La stƌatĠgie pouƌ gagŶeƌ ƋuaŶd oŶ Ŷ’est pas devaŶt uŶ Ŷoŵďƌe de FiďoŶaĐĐi est dĠĐƌite paƌ 

l’algoƌithŵe Đi dessous : 
 

 

“i le joueuƌ peut pƌeŶdƌe tout le paƋuet, il le fait ;Đf ͞A-Loi du tieƌs͟Ϳ (2) 
 
Sinon : 

- Trouver le plus grand terme de F inférieur à N. 
- Faire la différence entre ce terme et N. 
- ReĐoŵŵeŶĐeƌ Đes deuǆ deƌŶiğƌes Ġtapes jusƋu’à Đe Ƌue la diffĠƌeŶĐe soit Ġgale à uŶ  

               membre de F. 
- Prendre ce nombre de bâtons. 
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2/ PREUVE DU FONCTIONNEMENT DE CETTE MÉTHODE 
 

 

A- DĠĐoŵpositioŶ d’uŶ Ŷoŵďƌe eŶ soŵŵe de nombres de Fibonacci 
 

1. Explication 
 
OŶ peut Ŷoteƌ Ƌue l’algoƌithŵe pƌoposĠ aďoutit à uŶe dĠĐoŵpositioŶ de N Đoŵŵe uŶe soŵŵe de nombres de 
Fibonacci, décroissants et de taille maximale : 
 
N = Fi + … + Fk  avec Fi > … > Fk , soit i > … > k  et Fi, … , Fk les plus grands possible (3) 
 

OU 
 
On pose : fi est un nombre qui appartient à F, placé en ième position dans la décomposition. 
 
N = f1 + … + fj  avec f1 > … > fj                          et f1, … , fj les plus grands possible 
 
On a remarqué également que, lorsque N  F, les termes de cette décomposition ne sont pas consécutifs dans F. 
 
On aboutit alors à une proposition qui définit cette décomposition : 

Proposition : « Tout nombre entier positif se décompose en somme de nombres de Fibonacci non consécutifs. » 
 
Remarque : Termes non consécutifs dans F 

On appelle deux nombres « consécutifs dans F » deux nombres qui se suivent dans la suite de Fibonacci. 
Exemples : F = { 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 ... } 
ϭ et Ϯ soŶt ĐoŶsĠĐutifs ; Ϯϭ et ϯϰ soŶt ĐoŶsĠĐutifs ; ϯ et 8 Ŷe soŶt pas ĐoŶsĠĐutifs … 
 
 
  2. Preuve 
 
 Cas n°1 : si N  F 
 
N = Fi      ou      N = f0 
 
“i N est uŶ teƌŵe de F oŶ diƌa Ƌue la pƌopositioŶ est vĠƌifiĠe, ďieŶ Ƌue ça Ŷ’ait pas ďeauĐoup de seŶs de paƌleƌ 
d’uŶe soŵŵe iĐi. 
 
 Cas n°2 : si N  F 
 
Pour le prouver, on utilise un raisonnement par récurrence. 

 
Notre propriété est la suivante : PN : « Tout nombre entier inférieur ou égal à N se décompose en somme de 
nombres de Fibonacci non consécutifs. » 
 
 
Si N = 4, N = 3 + 1 
 
PN  est doŶĐ vƌaie pouƌ N = ϰ Đaƌ ϰ est le plus petit eŶtieƌ Ŷatuƌel Ƌui Ŷ’appaƌtieŶt pas à F. 
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On suppose que PN est vraie et on cherche à prouver PN+1 . On cherche donc à décomposer N+1. 
 
Il existe f0  F tel que f0 soit le plus grand nombre de Fibonacci inférieur ou égal à N+1. 
 
N+1 = f0 + N’  aveĐ N’ ч f0, et doŶĐ N’ = N + ϭ - f0 < N (4) 
 
Coŵŵe N’<N, d’apƌğs l’hǇpothğse de ƌĠĐuƌƌeŶĐe, N’ se dĠĐoŵpose eŶ soŵŵe de Ŷoŵďƌes de FiďoŶaĐĐi ŶoŶ 
consécutifs.: 
 
N’ = f1 + … + fj  avec f1 > … > fj             et f1 , … , fj les plus grands possible et non consécutifs dans F 
 
N+1 = f0 + f1 + ... + fj 

 
N+1 peut donc se décomposer en une suite de nombres de Fibonacci, il reste à prouver que f0 et f1 ne sont pas 
consécutifs dans F. 
 
On effectue uŶe dĠŵoŶstƌatioŶ paƌ l’aďsuƌde : oŶ ĐoŶsidğƌe Ƌue f0 et f1 sont consécutifs et on cherche une 
contradiction. 
 
Si f0 et f1 sont consécutifs, alors       f0 + f1 = f’, et f0 < f’ 
 
Soit : 

N+1 = f0 + f1 + ... + fj 

N+1 ш f0 + f1 

N+1 ш f’ 

 
Il existe alors un Ŷoŵďƌe de FiďoŶaĐĐi, f’, inférieur ou égal à N+1 et supérieur à f0 
Oƌ oŶ a dit Ƌue : ͞Il eǆiste f0  F tel que f0 soit le plus gƌaŶd Ŷoŵďƌe de FiďoŶaĐĐi iŶfĠƌieuƌ ou Ġgal à N+ϭ.͟ 
 
Il y a une contradiction, f0 et f1 ne sont donc pas consécutifs. 

 
 
Donc, notre propriété PN est toujours vraie pour N+1, PN est donc vraie pour tout N : 
 
Pour tout N :     PN : « Tout nombre entier inférieur ou égal à N se se décompose en somme de nombres 
de Fibonacci non consécutifs. » 

Soit :     Propriété : « Tout nombre entier positif se décompose en somme de nombres de Fibonacci 
non consécutifs. » 
 
Notre proposition étant démontrée, on a une propriété. 
 
OŶ appelleƌa paƌ la suite Đette dĠĐoŵpositioŶ ͞DĠĐoŵpositioŶ seloŶ FiďoŶaĐĐi͟, aďƌĠgĠ eŶ DFibo. 
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3. Le théorème de Zeckendorf 
 
 ͞Le théorème de Zeckendorf garantit que tout entier positif N peut être représenté, de manière unique, 

comme somme de nombres de Fibonacci distincts et non consécutifs. Cette représentation est appelée la 

représentation de Zeckendorf de N.” 
Source : Wikipedia (https://fr.wikipedia.org/wiki/Théorème_de_Zeckendorf) (5) 
 
 Notre décomposition est donc une application de ce théorème, démontré par le mathématicien belge 
Edouard Zeckendorf en 1972. Elle correspond à la représentation de Zeckendorf. 

 

B- Coups de B 

 
Pour N F : 
 
D’apƌğs la pƌeuve pƌĠĐĠdeŶte, oŶ sait Ƌue si N  F :  
 
N = Fi + … + Fk’ + Fk  aveĐ k’  k+2  (on sait que Fk+2 = Fk+1 + Fk) 
 
Soit : 

Fk’  Fk+2 

Fk+1 > Fk 

Fk+1 + Fk > 2 Fk 

Fk+2 > 2 Fk 

Fk’  Fk+2 > 2 Fk 

 
Lorsque A prend Fk bâtons, B ne peut pas prendre Fk’ bâtons ou plus, soit le terme précédent de DFibo. 

 
Pour N  F : 
 
N = Fi = Fi-1 + Fi-2 
 
Soit : 

Fi-3 ч Fi-2 

Fi-2 + Fi-3 ч 2 Fi-2 

Fi-1 ≤ 2 Fi-2 

 
Lorsque A prend Fi-2 bâtons, B peut prendre Fi-1 bâtons  (cf. Loi du tiers), et ainsi prendre tout ce qui reste et 
gagner. 
 

C- Coups de A 

 
On a constaté que si au début de la partie N F, A pourra toujours prendre le dernier terme de DFibo, 
quel que soit le coup précédent 
 
La pƌeuve Ŷ’a pas ĠtĠ ƌĠalisĠe. 
 
OŶ ĐoŶsidĠƌeƌa doŶĐ : ͞A peut toujours prendre le dernier terme de DFibo” 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_Zeckendorf


MATh.en.JEANS 2016-2017 Lycée Douanier Rousseau, Laval                        page 8 

 

D- Nombre de termes de la décomposition selon Fibonacci 
 
OŶ ŵoŶtƌe l’ĠvolutioŶ du Ŷoŵďƌe de teƌŵes de DFibo lorsque le nombre de bâtons pris est inférieur au dernier 
terme de DFibo. 

N = f1 + … + fj-1 + fj  avec j termes 

N’ est le nombre de bâtons restants après le coup. 
C est le nombre de bâtons pris lors du coup, avec C < fj  

N’ = N - C = f1 + … + fj-1 + fj - C 

Comme  C < fj , fj - C est un entier positif qui peut se décomposer selon DFibo. 

On remarque aussi que la première partie de DFibo (de f1 à fj-1) est identique (6). 
 
La décomposition DFibo de N’ Đoŵpoƌteƌa donc au moins (j-1) + 1 = j  termes, soit autant ou plus que N. 
 
Donc : Lorsque le nombre de bâtons pris est inférieur au dernier terme de DFibo, la décomposition DFibo du 
nombre de bâtons restants comportera autant ou plus de termes que la décomposition précédente. 
 

E- Fin de la preuve 

 
Si N F : 
 
N = f1 + … + fj + fj+1  avec j+1 termes 
 
Le joueur A prend fj+1 bâtons. Il reste j termes. 
 
Son adversaire B ne pourra pas prendre fj bâtons ou plus. (cf. Coups de B) 
Il devra donc en prendre moins. fj seƌa doŶĐ ƌeŵplaĐĠ paƌ uŶ plusieuƌs teƌŵes. Le Ŷoŵďƌe de teƌŵes Ŷ’est pas 
diminué. (cf. Nombre de termes de la décomposition selon Fibonacci) 
 
Dans ce cas, le joueur A peut toujours prendre le dernier terme de DFibo. (cf. Coups de A) (7) 

Le joueur A est donc le seul à pouvoir faire diminuer le nombre de termes. 

A est donc le seul joueur à pouvoir prendre le dernier terme, et donc gagner. 
 
Si N F : 
 
N = f0 = f1 + f2 
ou 
N = Fi = Fi-1 + Fi-2 

 
Le joueur A ne peut pas prendre Fi-2 bâtons ou plus. (cf. Coups de B) 
 
Le nombre de termes ne peut donc pas être diminué. (cf. Nombre de termes de la décomposition selon 
Fibonacci) 
 
Les ƌôles soŶt iŶveƌsĠs paƌ ƌappoƌt à l’autƌe Đas : B doit joueƌ aveĐ N F. Donc B peut prendre le dernier terme de 
DFibo du nombre de bâtons restants. (cf. Coups de A, rôles inversés) 
 
Dans ce cas, B gagne toujours. 
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3/ PISTE DE GÉNÉRALISATION 

 
 

OŶ a eŶsuite ĐheƌĐhĠ Đe Ƌu’il se passait ƋuaŶd le Ŷoŵďƌe de ďâtoŶs pƌis paƌ uŶ joueuƌ doit ġtƌe ŶoŶ pas 
inférieur ou égal à 2 fois le nombre de bâtons pris par le joueur précédent mais inférieur ou égal à  p fois ce 
nombre pour différentes valeurs de p. 
 

OŶ tƌouve aloƌs d’autƌes suites Ƌui se ĐoŵpoƌteŶt Đoŵŵe F. C’est à diƌe Ƌue, pouƌ ĐhaƋue valeuƌ de p et 
doŶĐ ĐhaƋue suite, l’algoƌithŵe foŶĐtioŶŶe et Ƌue tout Ŷoŵďƌe peut se dĠĐoŵposeƌ eŶ uŶe soŵŵe de teƌŵe de 
Đes suites ŶoŶ ĐoŶsĠĐutifs. ;CeĐi est pouƌ l’instant  une proposition) (8)  

Ces suites (termes initiaux et expression par récurrence) ont été trouvées expérimentalement. 
 
On a défini ces suites (up) ainsi : 
up

0 ; … ; up
q-1  termes initiaux (trouvés expérimentalement) 

up
i = up

i-1 + up
i-q  expression de la suite par récurrence  

 
Exemples : 
 
Pour p = 2 (suite de Fibonacci) 
u²o = 0 ; u2

1 = 1 
u²i = u²i-1 + u²i-2 
           OU 
Fo = 0 ; F1 = 1 
Fi = Fi-1 + Fi-2 
 
Pour p = 3 
u3

o = 0 ; u3
1 = 1 ; u3

2 = 0 ; u3
3 = 1 

u3
i = u3

i-1 + u3
i-4 
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Notes d’éditioŶ 
 

(1) RappeloŶs Ƌu’oŶ ĐoŶsidğƌe Ƌue les deuǆ joueuƌs joueŶt au ŵieuǆ. 

(2) Cette stƌatĠgie s’appliƋue à ĐhaƋue Đoup au joueuƌ Ƌui peut gagŶeƌ (N désigne le nombre de bâtons restant 
avaŶt Ƌu’il joueͿ, à condition qu’il la suive depuis le dĠďut. Elle suppose Ƌu’il pouƌƌa aloƌs effeĐtiveŵeŶt pƌeŶdƌe 
le Ŷoŵďƌe de ďâtoŶs ĐalĐulĠ paƌ l’algoƌithŵe ;voiƌ plus loiŶͿ. 

(3) Plus précisément, Fi est le plus grand nombre de Fibonacci ч N, le deuxième terme est le plus grand nombre 
de Fibonacci ч N – Fi, et ainsi de suite. 

(4) OŶ suppose iĐi N ш ϰ, N+1 ш 5, donc f0 est au moins égal à 5. 

(5) En plus de ce qui est montré ici, le théorème de Zeckendorf garantit l’uŶiĐitĠ de la dĠĐoŵpositioŶ, à condition 
d’eǆĐluƌe F0=0 et F1=1 (car on a aussi F2=1). Pouƌ uŶe dĠŵoŶstƌatioŶ, voiƌ l’aƌtiĐle ĐitĠ de Wikipedia. 

(6) Plus précisément, si la décomposition de fj – C est 
fj – C = f’j + … + f’k 

et Đelle de N’, N’ = N - C = f1 + … + fj-1 + f’j + … + f’k, 
on a f’j  < fj, et  fj  – f’j est supérieur ou égal au nombre précédant f’j dans la suite de Fibonacci, lui-même 
strictement supérieur à f’j+1 ; donc (fj  – f’j) – f’j+1 est supérieur ou égal au nombre de Fibonacci précédant f’j+1. 
En continuant de même de proche en proche, on obtient 

fj  – (f’j+ … + f’k) = C ш  f’, 
où f’ est le Ŷoŵďƌe précédant f’k dans la suite de Fibonacci. 
Mais on a vu (coups de B, pour N  FͿ Ƌu’uŶ Ŷoŵďƌe de FiďoŶaĐĐi est toujouƌs iŶfĠƌieuƌ ou Ġgal à Ϯ fois soŶ 
prédécesseur. 
Donc f’k ч Ϯf’ ч ϮC, et l’autƌe joueuƌ pouƌƌa ďieŶ pƌeŶdƌe f’k bâtons, Đ’est-à-dire le dernier terme de la 
dĠĐoŵpositioŶ de N’. 

(7) Voir la note précédente. Une fois que A a pris le dernier terme de la décomposition, B doit prendre un 
nombre strictement inférieur au terme précédent, A peut de nouveau prendre le dernier terme de la nouvelle 
décomposition, et ainsi de suite… 
LoƌsƋu’au dĠpaƌt N F, A doit prendre un nombre de bâtons strictement inférieur à N, et Đ’est B Ƌui pouƌƌa 
appliquer la stratégie gagnante, A étant toujours contraint à prendre un nombre de bâtons strictement inférieur 
au dernier terme de la décomposition. 

(8) Le ƌeleĐteuƌ ĐoŵpƌeŶd Ƌu’il s’agit ici d’uŶe siŵple piste de tƌavail. Pour ces suites, on pourra bien trouver des 
décompositions des nombres sans termes consécutifs, et ŵġŵe aveĐ plus de ĐoŶtƌaiŶtes. Mais il Ŷ’est pas du 
tout ĐeƌtaiŶ Ƌue l’algoƌithŵe tƌouvé pour p = 2 fonctionne dans les autres cas, ni même que la suite donne tous 
les nombres de bâtons où le joueur A doit perdre. 
Dans les eǆeŵples Ƌui suiveŶt, il ŵaŶƋue aussi le Đhoiǆ de l’eŶtieƌ Ƌ, Ƌui est pƌis Ġgal à Ϯ pouƌ p = 2 et égal à 4 
pour p = 3. 

 

 


