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Présentation du sujet

Les jeux de Nim sont des jeux de stratégie relativement courants se jouant a 2. Ces jeux se jouent avec
des batons, des billes, des jetons, des allumettes ou tout autre objet de ce type. Il en existe d’innombrables
versions mais ... nous allons nous attarder sur I'une d’elles.

Dans notre version, chaque joueur doit prendre dans un tas d’un certain nombre de batons tour a tour.
Le premier joueur peut en prendre autant qu’il le veut mais doit en laisser au moins un. Puis, chacun peut
prendre le nombre de batons au plus égal au double du nombre de batons pris par le précédent.
Par exemple, si le joueur précédent a pris 7 batons, le suivant peut en prendre 14 au maximum.

Celui qui gagne est celui qui prend le dernier baton.

On cherche a savoir s’il existe une méthode pour gagner a tous les coups, quel joueur gagne dans quel
cas, etc. On considérera pour notre analyse que les deux joueurs jouent pour le mieux.
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1/ CONSTATS EXPERIMENTAUX

Apres des tests au cours desquels nous regardions les meilleurs coups a jouer et qui gagne (A ou
B) en fonction du nombre de batons N (de 2 a 31), nous avons remarqué certaines choses.

A- Loi du tiers :

Nous avons premierement remarqué que, lorsqu’un joueur prend un nombre de batons
supérieur a un tiers du total actuel, le joueur suivant peut prendre tout le reste.
Par exemple, si, alors qu’il y a 28 batons et que le joueur précédent prend 11 batons, je peux prendre
jusgu’a 22 batons, soit tout le reste (il reste 28 - 11 = 17 batons).

Démonstration:

Il'y a N batons. Le premier joueur prend A batons. A est supérieur ou égal a un tiers de N.

A
-A
N-A
N-A

\Y%

N/3
-N/3
N-N/3
2xN/3

ININIA

N-A est le nombre de batons restants. Il est inférieur au double de N/3, soit ce qu’a pris le premier
joueur. Le deuxiéme joueur peut donc prendre N-A batons et gagner.

B- Suite de Fibonacci

Nous avons remarqué que A gagne dans la plupart des cas, sauf lorsque N est égal a 2, 3, 5, 8,
13, 21,... soit des nombres de la suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est une suite de nombres entiers dont les deux termes initiaux sont O et 1.
Chaque terme est égal a la somme des deux termes précédents. La suite débute donc par:

0,11,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597...

On la notera F. F; est le terme de rang i dans F (le premier terme est au rang 0).
Par exemple : Fg=0; Fg=34; F15=610; ...
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C- Annonce des résultats

Nous avons également constaté que
- Si le premier joueur est devant un nombre de Fibonacci, alors il perdra forcément

- Si le premier joueur n’est pas devant un nombre de Fibonacci, alors il gagnera a coup sir (1).

La stratégie pour gagner quand on n’est pas devant un nombre de Fibonacci est décrite par
I'algorithme ci dessous :

Si le joueur peut prendre tout le paquet, il le fait (cf “A-Loi du tiers”) (2)

Sinon :
- Trouver le plus grand terme de F inférieur a N.
- Faire la différence entre ce terme et N.

- Recommencer ces deux dernieres étapes jusqu’a ce que la différence soit égale a un
membre de F.

- Prendre ce nombre de batons.
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2/ PREUVE DU FONCTIONNEMENT DE CETTE METHODE

A- Décomposition d’'un nombre en somme de nombres de Fibonacci

1. Explication

On peut noter que l'algorithme proposé aboutit a une décomposition de N comme une somme de nombres de
Fibonacci, décroissants et de taille maximale :

N=F+..+F avecF;>..>F,soiti>..>k etF, ..., Fc les plus grands possible (3)
ou
On pose : f; est un nombre qui appartient a F, placé en jeme position dans la décomposition.
N="f +.. +f avecf; >..>f et fy, ..., fjles plus grands possible
On a remarqué également que, lorsque N € F, les termes de cette décomposition ne sont pas consécutifs dans F.
On aboutit alors a une proposition qui définit cette décomposition :
Proposition : « Tout nombre entier positif se décompose en somme de nombres de Fibonacci non consécutifs. »
Remarque : Termes non consécutifs dans F
On appelle deux nombres « consécutifs dans F » deux nombres qui se suivent dans la suite de Fibonacci.

Exemples:F={0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55... }
1 et 2 sont consécutifs ; 21 et 34 sont consécutifs ; 3 et 8 ne sont pas consécutifs ...

2. Preuve
Casn’l:siN€EF
N = Fi ou N = fo

Si N est un terme de F on dira que la proposition est vérifiée, bien que ¢a n’ait pas beaucoup de sens de parler
d’une somme ici.

Casn’2:siN&F

Pour le prouver, on utilise un raisonnement par récurrence.

Notre propriété est la suivante : Py : « Tout nombre entier inférieur ou égal a N se décompose en somme de
nombres de Fibonacci non consécutifs. »

SiN=4,N=3+1

Py est donc vraie pour N =4 car 4 est le plus petit entier naturel qui n’appartient pas a F.
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On suppose que Py est vraie et on cherche a prouver Py,; . On cherche donc a décomposer N+1.
Il existe fq € F tel que f, soit le plus grand nombre de Fibonacci inférieur ou égal a N+1.
N+1=fy+ N avec N’ <fy, etdonc N =N+1-f,<N(4)

Comme N’<N, d’apres I'hypothese de récurrence, N’ se décompose en somme de nombres de Fibonacci non
consécutifs.:

N =f +..+f avecf; >..>f et fy, ..., f;les plus grands possible et non consécutifs dans F
N+1l=fo+f +...+f

N+1 peut donc se décomposer en une suite de nombres de Fibonacci, il reste a prouver que f, et f; ne sont pas
consécutifs dans F.

On effectue une démonstration par I'absurde : on considere que f, et f; sont consécutifs et on cherche une
contradiction.

Si fy et f; sont consécutifs, alors  fo+f,=f,etfy<f

Soit :
N+1

N+1
N+1

fotfi+.. +f

v

fo+fy
fl

v

Il existe alors un nombre de Fibonacci, f', inférieur ou égal a N+1 et supérieur a f,
Or on a dit que : “ll existe f, € F tel que f; soit le plus grand nombre de Fibonacci inférieur ou égal a N+1.”

Il y a une contradiction, f, et f; ne sont donc pas consécutifs.

Donc, notre propriété Py est toujours vraie pour N+1, Py est donc vraie pour tout N :

Pourtout N: Py : « Tout nombre entier inférieur ou égal a N se se décompose en somme de nombres
de Fibonacci non consécutifs. »

Soit: Propriété : « Tout nombre entier positif se décompose en somme de nombres de Fibonacci
non consécutifs. »

Notre proposition étant démontrée, on a une propriété.

On appellera par la suite cette décomposition “Décomposition selon Fibonacci”, abrégé en DFibo.
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3. Le théoreme de Zeckendorf

“Le théoréme de Zeckendorf garantit que tout entier positif N peut étre représenté, de maniére unique,
comme somme de nombres de Fibonacci distincts et non consécutifs. Cette représentation est appelée la
représentation de Zeckendorf de N.”

Source : Wikipedia (https://fr.wikipedia.org/wiki/Théoréme de Zeckendorf) (5)

Notre décomposition est donc une application de ce théoréme, démontré par le mathématicien belge
Edouard Zeckendorf en 1972. Elle correspond a la représentation de Zeckendorf.

B- Coups de B

Pour N &F :

D’apres la preuve précédente, on sait que siN € F :

N=F+..+F+F avec k’ > k+2 (on sait que Fi; = Fio1 + Fy)
Soit :
Fe = Fa
Fer > Fi
Foa+Fe > 2F
Foo > 2F
Fe =>Fu > 2F

Lorsque A prend F, batons, B ne peut pas prendre F,. batons ou plus, soit le terme précédent de DFibo.

Pour N € F.
N=F=F.1+F.
Soit :
Fis < Fi
Fio+Fis < 2F,
F.i s 2F;

Lorsque A prend F;, batons, B peut prendre F;; batons (cf. Loi du tiers), et ainsi prendre tout ce qui reste et
gagner.

C- Coups de A

On a constaté que si au début de la partie N&F, A pourra toujours prendre le dernier terme de DFibo,
guel que soit le coup précédent

La preuve n’a pas été réalisée.

On considérera donc : “A peut toujours prendre le dernier terme de DFibo”
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D- Nombre de termes de la décomposition selon Fibonacci

On montre I"évolution du nombre de termes de DFibo lorsque le nombre de batons pris est inférieur au dernier
terme de DFibo.

N=f+.. +fi+f avec j termes

N’ est le nombre de batons restants apres le coup.
C est le nombre de batons pris lors du coup, avec C< f;

N’:N‘C=f1+...+fj_1+fj'c
Comme C<fj, f;- Cest un entier positif qui peut se décomposer selon DFibo.

On remarque aussi que la premiere partie de DFibo (de f; a fi.1) est identique (6).
La décomposition DFibo de N’ comportera donc au moins (j-1) + 1 =j termes, soit autant ou plus que N.

Donc : Lorsque le nombre de batons pris est inférieur au dernier terme de DFibo, la décomposition DFibo du
nombre de batons restants comportera autant ou plus de termes que la décomposition précédente.

E- Fin de la preuve

Si N¢F .

N="f+.. +fi+f avec j+1 termes
Le joueur A prend fj,; batons. Il reste j termes.

Son adversaire B ne pourra pas prendre f; batons ou plus. (cf. Coups de B)

Il devra donc en prendre moins. f; sera donc remplacé par un plusieurs termes. Le nombre de termes n’est pas
diminué. (cf. Nombre de termes de la décomposition selon Fibonacci)

Dans ce cas, le joueur A peut toujours prendre le dernier terme de DFibo. (cf. Coups de A) (7)

Le joueur A est donc le seul a pouvoir faire diminuer le nombre de termes.

A est donc le seul joueur a pouvoir prendre le dernier terme, et donc gagner.

SiN€EF:

N = fo = fl + fz
ou
N=F=F.1+F.

Le joueur A ne peut pas prendre F;, batons ou plus. (cf. Coups de B)

Le nombre de termes ne peut donc pas étre diminué. (cf. Nombre de termes de la décomposition selon
Fibonacci)

Les roles sont inversés par rapport a I'autre cas : B doit jouer avec N&F. Donc B peut prendre le dernier terme de
DFibo du nombre de batons restants. (cf. Coups de A, roles inversés)

Dans ce cas, B gagne toujours.
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3/ PISTE DE GENERALISATION

On a ensuite cherché ce qu’il se passait quand le nombre de batons pris par un joueur doit étre non pas
inférieur ou égal a 2 fois le nombre de batons pris par le joueur précédent mais inférieur ou égal a p fois ce
nombre pour différentes valeurs de p.

On trouve alors d’autres suites qui se comportent comme F. C’est a dire que, pour chaque valeur de p et
donc chaque suite, I'algorithme fonctionne et que tout nombre peut se décomposer en une somme de terme de
ces suites non consécutifs. (Ceci est pour I'instant une proposition) (8)

Ces suites (termes initiaux et expression par récurrence) ont été trouvées expérimentalement.

On a défini ces suites (uP) ainsi :

UPo; v U termes initiaux (trouvés expérimentalement)
u? = uy + UuPy expression de la suite par récurrence
Exemples :

Pour p = 2 (suite de Fibonacci)
ul, =0;u% =1
u? = Ut + U,
ou
Fo=0;F =1
Fi=Fai+Fi

Pourp=3

u30=0;u31=1;u32=0;u33=1
3 3 3
Ui=uip+ Uiy
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