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1. Présentation du sujet

Le probleme consiste a créer des triangles dits parfaits, ils le deviennent s’ils ne contiennent que des nombres
différents, consécutifs et qu’ils contiennent le nombre 1. Par ailleurs, on demande que dans le triangle, un
nombre soit égal a valeur absolue de la différence des deux nombres qui se trouvent au-dessus de lui. Le
probléme consiste a construire des triangles parfaits de hauteur 2, 3, 4 et plus.

6 2 5
4 3
1

2. Annonce des conjectures et résultats obtenus

Nous avons trouvé une formule qui nous a permis de savoir combien de nombre comporte un triangle de
hauteur inconnue, que I'on note N, et par conséquent connaitre le nombre le plus grand de ce méme triangle qui
sera placé au dernier étage.

Voici la formule : %NX(N‘Fl).

Nous sommes certains d’avoir trouvé tous les triangles de hauteur 2 et 3 en utilisant les parités.
Nous avons également trouvé certains triangles de hauteur 4.

3. Texte de l'article

A. Les triangles de hauteur 2.

32 23 13 31

On remarque qu’ils fonctionnent en symétrie par deux.

B. Les triangles de hauteur 3.

625 562 614 164

43 14 53 52
1 3 2 3
MATh.en.JEANS 2018-2019 Colleges Nelson Mandela (Noé) et André Abbal (Carbonne)

page 1



Et évidemment, leurs symétriques fonctionnent :

526 265 416 461
34 41 35 25
1 3 2 3

C. Les triangles de 4 étages.

910 3 8 83109 61108 81016 93108 81039

175 571 59 2 2 95 6 7 2 2 76
6 2 26 4 7 7 4 15 51
4 4 3 3 4 4

61018 81106
4 97 79 4

D. Formule.

Nous avons trouvé et démontré une formule qui permet de trouver le nombre de nombres qui constitues un

triangle de N étages : %X(N+1).

Par exemple, si N=6, il y a 21 nombres a placer dans un triangle de hauteur 6 :
§><(6+ 1)=21

2

Etsi N=29, il y a 45 nombres a placer dans le triangle de hauteur 9:
9

Zx(9+1)=45
Démonstration :
* avec N pair

14+243+4+5+6+7+8+9+...+(N=2)+(N—1)+N
L =]

=N+1

Puis on forme des paires avec les extrémités que I’'on additionne et cela donne toujours N+1.

Il'y a N/2 paires, donc au total cela donne %X(N+ 1)
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* avec Nimpair

L’astuce est d’additionner deux fois le nombre du milieu de la somme :

142434+44+5+6+7+8+9+..+ N;1 . N;1 4.t (N=2)+(N=1)+N
=N+1

nombre ajouté

La somme des paires est égale a N+1 etilyena (N+1)/2.
Donc la somme avec le nombre ajouté donne :

NTHX(N+1)=

(NJrl):%(N+1)+N—Jrl

N1
22 2

Or, ce nombre ajouté doit étre enlevé pour que le calcul corresponde au nombre de nombres qu’il y a dans un
triangle de hauteur V. Soit :

N
N1
2 2

N

(N+U=E{N+U+ﬁil—ﬁil

2 2

Ce qui est égal a %X(N+l).

Finalement dans les deux cas (pair et impair) la formule est la méme :
N

7><(N+1)

E. Nos conjectures et propriétés :

- Premiéere propriété : Le nombre le plus grand d’un triangle se situe obligatoirement au dernier étage.
Démonstration : La différence de deux nombres positifs ne pourra jamais étre supérieure aux termes.

- Deuxieme propriété : On ne peut pas placer un nombre et son double a c6té dans un triangle.
Démonstration : La différence d’un nombre et de sa moitié est égal a sa moitié, ce qui utilise deux fois le méme
ny,_n

nombre : ”—(E)ZE

- Troisieme propriété (non démontrée) : Pour un nombre d’étages supérieur a deux, on ne peut pas placer des
nombres tous de méme parité sur la ligne du haut .

Exemple :
153

42

Les parités dans le triangle magique :

Nous avons écrit pour les triangles allant de 2 a 5 étages en ne considérant que la parité des nombres, c’est a
dire en remplagant les nombres pairs par p et les nombres impairs par i.
Avec ces notations on observe que I'on a

i—i=p, P—P=D i-p=i
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Par exemple le triangle :

Mais cet exemple ne fonctionne pas car il n’y a pas le méme nombre de pairs et d’impairs !

Puis nous avons trié en fonction de la ligne du haut les configurations valides et invalides. Cela a permis
d’éliminer de nombreuses possibilités.

Pour un triangle de quatre étages il y a 16 possibilités en tout car pour chacune des quatre nombres de la ligne
du haut il y a 2 possibilités, on calcule donc 2 x2x2x2=2"=16.
Voici quelques exemples de la ligne du haut :

Quelgues-unes qui fonctionnent : Quelgues-unes qui ne fonctionnent pas :
ipip pipp I 111 pppp
ppii ppip ippp piil

4. Conclusion

Grace a nos propriétés, nos calculs et nos conjectures, nous avons réussi a trouver des triangles de hauteur 2,3
et 4.

Nous avons eu beaucoup de mal a trouver un triangle de hauteur 5, ce qui nous amene a penser qu’a partir d’un
certain nombre d’étages, il sera impossible de construire un triangle magique.
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