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Enoncé du problème
Prenons une ligne de signes composée de “+” et de  “–”
Nous allons placer, en dessous de chaque paire de signes, le produit des deux signes de cete paire selon la 
règle des signes :

  (1)

Défnitons :
– La base désigne la première ligne de la pyramide.
–  On appellera n la taille de la base la pyramide.
–  Une pyramide est équilibrée lorsqu’elle comporte autant de signes + que de signes –
–  Défniton : Nouvelle opératon # sur l’ensemble { + ; – }

Problèmes :
– Existe-t-il toujours, pour une pyramide de taille n, une pyramide équilibrée associée ?
– Quelles sont les partcularités de ces pyramides ?

Nous nous sommes aussi posé la queston :
 – Peut-on trouver une méthode pour obtenir le dernier signe de la pyramide sans faire cete pyramide ? 
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Résultats

I ) Pour qu’une pyramide puisse être équilibrée, il faut qu’elle ait un nombre pair de signes.
Il donc été réalisé un tableau qui donne le nombre de signes en foncton de la taille : 

Propriété : Seules les pyramides de taille n = 4 q ou n = 4 q + 3 ont un nombre pair de signes.

Exemple : Le nombre de signes d’une pyramide de base 4, par exemple, est 4+3+2+1 : ce nombre est 

triangulaire et égal à 
n2+n

2
.

Lemme : Il y a 2n pyramides diférentes de taille n.

Un programme a alors testé toutes les pyramides de base n et afchait le nombre de pyramides équilibrées,
les pyramidées équilibrées et leur proporton par rapport au nombre de possibilités :
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II ) Il a été énoncé par la suite plusieurs propriétés sur les pyramides :
– Lorsqu’on efectue une rotaton de 120° sur une pyramide qui respecte la règle des signes, on obtent une
nouvelle pyramide qui respecte elle aussi la règle des signes.

– Lorsqu’on efectue une symétrie axiale  sur une pyramide qui respecte la règle des signes, on obtent une 
nouvelle pyramide qui respecte elle aussi la règle des signes. 

III ) Obtenton du dernier signe de la base.

- – Pyramides de base n impair ≤ 9 :
o  Il suft de faire le produit des deux signes des extrémités pour obtenir le dernier signe (2).
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– Pyramides de base n pair ≠ 8 (3) :

o Prendre les 2 signes de chaque extrémité, appliquer la règle des signes sur chaque couple 
obtenu et appliquer la règle des signes sur les signes obtenus.

IV ) Technique de superpositon.

En superposant 2 pyramides de base n qui respectent la règle des signes et en appliquant la règle des 
signes sur les signes qui se superposent on obtent une autre pyramide de base n qui respecte la règle des 
signes. “Le signe # défnit aussi l’opératon de superpositon.”

Exemple :
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Démonstratons
Pour trouver le nombre de pyramides équilibrées de base n, il a fallu un programme, réalisé en Python ; en 
voici une courte descripton (4) :
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Grâce à l’ensemble { + ; – }, on peut remarquer plusieurs propriétés : 

– Les opératons sont commutatves,     A # B  =  B # A
o Cete propriété sert à prouver que l’on peut efectuer une symétrie axiale dont l’axe est 

perpendiculaire à la base de la pyramide.
– A # A = +

– On peut changer  le côté d’un membre de l’équaton tout en gardant la validité de l’équaton,
A # B = C  ⇔  A = B # C          

○ Cete propriété sert à prouver que l’on peut efectuer une symétrie axiale dont l’axe est 
perpendiculaire à la base de la pyramide.

– On peut enlever ou metre des parenthèses dans une opératon à notre guise (5).

Dernier signe

Pyramide de base 3 :  
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Pyramide de base 4 et 5 : 

“Superpositon de pyramides”

On se contente de pyramides de base 2 qui respectent la règle des signes.

Prenons 2 pyramides Δ et Δ’ (de base 2) quelconques.

On sait que C = (A#B) et F = (D#E), car Δ et Δ’ respectent la règle des signes. On démontre que la troisième 
pyramide respecte la règle des signes.
On démontre que C#F=(A#D)#(B#E)
En appliquant les propriétés énoncées ci-dessus, on obtent :

C#F=(A#B)#(D#E)

       =A#B#D#E

       = A#D#B#E

       = (A#D)#(B#E)

Conclusion : C#F est bien égal à (A#D)#(B#E) donc Δ#Δ’ respecte bien la règle des signes.

L’opératon # peut être généralisée sur des pyramides Δ et Δ ’ : Δ # Δ’ = Δ’’.
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Notes d’éditon

(1) Il faut ajouter que + + donne +.

(2) Cete règle est valable pour n = 3, 5 et 9, mais pas pour n = 7, où on obtent comme dernier signe le produit 
par l'opératon # des premier, troisième, cinquième et dernier signes.

(3) Cete règle s'applique pour  n = 4, 6 ou 10, mais pas en général. La démonstraton n'est d'ailleurs donnée, en
fn d'artcle, que pour  n = 4.

(4) Dans le programme, notons que les boucles de 0 à n ou de 1 à n, devraient être arrêtées à n –1 , puisque la 
numérotaton de chaque ligne du tableau et celle des “étages” commencent à 0.

On peut aussi remarquer dans le programme la méthode astucieuse pour obtenir une fois et une seule chaque 
suite possible de + et – de longueur n dans la boucle principale, qui aurait cependant mérité une explicaton.

(5) Autrement dit, l'opératon est associatve.
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