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Qu'est-ce que la suite de Farey ? C'est une suite de
fractions irréductibles] [0, 1].

Historique.

Savoir qui était RREY ne fut pas chose faci

le. Nous avions seulement quelques vagues
informations concernant un géologue anglais
du début du XIXm siécle. M. Jean BRETTE
mathématicien atPalais de la découves et
présent au congres de “MATh.en.JEANS’ a

eu I'amabilité de nous passer des documents
ou apparaissait le nom de Farey avec
guelques notes de commentaires. Il s’agit de
documents extraits de Histoty of the Theory

of Numbers, volume 1, par Léonard Eugéne
Dickson, professeur de mathématiques a
'université de Chicago et dén Introduction

to the Theoy of Numberspar G. H. Hardy et

E. M. Wright.

Pans des notes accompagnant ces documents

il est écrit que Farey fait I'objet d'une ving
taine de lignes dans Rictionary of national
biographyet il est mentionné le commentaire
suivant : comme géologue il est oublié et son
biographe ne mentionne rien de lui qui passe
ra a la postérité.

Qui est Farey ? Naturaliste du 18° siecle et Mystere ' fajt Farey n’avait rien publié concernant

But ? Trouver une meilleure approximation d'un réel Ges SL.II,te,S jusqu’en 1816 ou il men'flonne !a
avec x1 [0, 1]. Ils ont établi trois conjectures qui sontPropriété (que nous avons app_elee conjecture
devenues ensuite des propriétés (car elles ont ét¢ n°2 et démontrée) dans le Philosophical

démontrées)is ont aussi établi deux programmes SUMagazine Il est écrit dans les commentaires

deux calculatrices différentes. Remarque : le sujet
n'est pas facile a traiter, mais I'exposé effectué a été
réussi en ayant quand méme quelques points qui
devraient étre mieux expliqués afin de permettre une
meilleure compréhension.

NI — Approximation par des fractions : suite de
Farey.

Comment s’approcher le mieux possible d'un nomb

arbitraire par une fraction sans utiliser de nombre

gu’il ne donna aucune démonstration et qu'il
est peu probable qu’il en ait trouvé une.

Son nom est passeé a la postérité a cause de
Augustin Louis Cauchy qui lut son texte. Il
temontra la propriété et donna le nom de
suites de Farey a ces suites de fractions que
Hous allons vous décrire.

entier supérieur & (nombre entier fixé a I'avance) ? o
Quelles fractions nouvelles apparaissent lorsque quBien que d’ autres mathématiciens de la

augmenteN ? Ces fractions a petits nombres intervienname époque aient travaillé de facon plus

nent naturellement dans I'animation d'images de syn

these.
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approfondie sur ces suites avant Cauchy et
avant que Farey n'en parle, en particulier le
mathématicien anglais C. Haros, les mathé-
maticiens ont continué apres Cauchy de les
appeler :

« suites de Farey ».

[fin du prégénérique]



page 12

Construction des suites de Farey Conjectures.

Nous avons étudié comment I’intervalle Notre deuxiéeme étape fut, & partir de ces dix
[0; 1] se remplit, naturellement, avec des premiéeres suites, de tirer des conjectures.
fractions a/b, irréductibles, a appartenant a

N, etb appartenant &*. Premiére conjecture :

Pour cela nous avons utilisé la méthode s
vante, qui consiste a écrire successivement
des suite$, de fractionsa/b avec la premié
re suiteF, = (0/1 ; 1/1) e, (n supérieur ou
ega al) for,mees_ de fractlpnsi |_rreduct|blgs, Deuxiéme conjectue :
avec des dénominateurs inférieurs ou égaux a

n.

/2 est Ie centre de symeétrie pour chaque
suiteF,.

Si deux fractions a/b et c/d se suivent dans
Notre premiere étape fut de construire les une suite~, aveca/b < c/d alors
suites dé=; aFq. be—ad=1

bc — ad étant |e numérateur de la fraction
Il obtenue a partir de la différence des deux
fractionsa/b et ¢/d.

Exemple: dansF,, 2/5 et 3/7 se suivent et

|
— = 1
o bbb 1 Sx3-2x7
| |
o w13 i 2!3 4 11 Troisiéme conjectue :
| | | | L1
! 2! ' 2! J ! Lorsque deux fractiona/b etc/d sont consé
o gs 13 25 1m0 3 23 Judb

L cutives dans une suite F, la premiere frac-
tion a apparaitre entre celles-ci sera

(|
1’61!514 13

Ui n (a+c)/ (b+d).
ﬁyi i 2'77 '3'77 4” 2H7I i i6'77 Exemple: la premiére fraction qui apparait
L ety 13 26 12 35 73 3dool I entre 1/3 et 2/5 est 3/8

1] |
If 37 | 4 i herché a obtenir |
1'8{!615 3'82!5 osta Nous avons ensuite cherche a obtenir la
" o & 2!3 meilleur approximation d'un rée{, 0s X< 1
Wil | LU I

1’7! il U 77' !H? '67" par une fraction d&,, (n donné).
1‘!8161“914 1338 %1179125192558 3 4/&!556;!8‘9 = PourX > 1 on efectue la meilleure approxi

[T Ll LI L i 1 matlon deX_E(X)’ par une fraCtiom/b dan’
1!7! i H 77' M !73! '67 n donng, alors E(X) + a/b est la meilleure
UL JieUBLl Ws3BzYl, 1 03629 ST U1 approximation dex par une fraction irréduc
10 10

110 10 tible de dénominateur inférieur ou égal.a

1

. < _
Par exemple, pour passer de F5 a F,, aux PourX <0, nous passons pax

fractions de F3 nous avons gjoute les frac- Exemple : 3 + 1/7 = 22/7 est |la meilleure
tions ayant le dénominateur égal a 4, irréduapproximation fractionnaire de 1t par une
tibles, et nous avons alors classe toutes ces fraction irréductible de dénominateur infé-
fractions dans 'ordre croissant. rieur ou égal a 27.
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Démonstrations des conjectures. Deuxiéme et toisiéme conjectues :

Si nous n'avons pas eu de grandefiatiftés “Si a/b et c/d sont deux fractions consécu-
a établir les trois conjectures il n’en fut pas tives dans une suitg, aveca/b < ¢/d alors
de méme pour arriver aux démonstrations. bc—ad= 1

Premiére conjecture : et @+ c)/ (b +d) est la PREMIERE fraction
a apparaitre enti@b et ¢/d.”

“Pour toutn appartenant &*, 1/2 est centre

de symétrie d&,.” 1) Soita/b et c/d deux fractions consécutives
d’'une suiteF,, aveca/b < c/detbc—ad=1

Pour cela nous allons établir: alors :

* que toute fraction n/n de F,, a safrqction alb<(@+c)/ (b+d) <cd

symétrique (n — m) / n par rapport a 1/2

dansF,, car -

* que toute fraction m/n de F,, est la symé-
trique par rapport a 1/2 d’'une fractionfee (a+c)/(b+d)—ab=1 /Eb(b + d); >0
cdd—(@+c)/(b+d)=1/(db+d))>0
En efet :
et @+c)/ (b+d)estirréductible car :

* soitm/n une fraction dé-, alors
1-@mn)=n-m)/n

appartient &,,. Car sid est un diviseur com donc sia + ¢ etb + d ont un diviseur com
mun a 6 —m) et an, alors il existey apparte mun, ce diviseur commun divise 1, il est donc

nantN etq appartenanN tels que: égal a 1.

b(a+c)—alb+d)=bc—ad=1

n=dgetn—-m=dq 2) Quelle que soit la fraction irréductilien

d’olidqg—m=dq, c'est-a-dired(q — ) = m. telle quea/b < m/n < c/d il existe des entiers
d est donc un diviseur commumaet n donc nhaturelsg, r non nuls tels que :

d =1 car n/n est irréductible. |1 en résulte

que 6—m) / nestirréductible. L;:m=qa+rcetlL,:n=qb+rd

o 7 —T] En efet, faisantcL, —dL; nous obtenons :
(n—m)/n

nc—md=q(bc—ad) =q
g> 0 cam/n<c/d

g est un entier car, ¢, m, d sont des entiers.

* réciproquement :

Si m/n est une fraction F, alors elle est
I'image par la symétrie de centre 1/2 de la

_ : De mémebL, —al, donne :
fraction (1 —m) / n qui est dan§ .. 1 2

mb—na=r(bc—ad) =r
[NDLR : bien sir, si (n —m) / n est symé- r>0 cara/lb<mn
trique de m/n, alors m/n est symétrique de
(n—=m)/ n ... cen'est pas propre a cette
conjecture.]

r est un entier cam, b, n, a sont des entiers.

Il en résulte quea+ c) / (b + d) est la pre
miére fraction a apparaitre enaib et c/d car
gb + rd > b + d puisqueq, r, b, d, sont des
entiers positifs non nuls.

“MATh.en.JEANS” en 1996
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3) a) Dans la suite; = (0/1 ; 1/1) Meilleure approximation d'un nombre
1x1-0x1=1 réel x, 9SXS1, par une fraction de F,
ndonné

b) Si dans une suitg, dés que deux fraction
a/b et c/d avec a/b < c/d sont consécutives
ona:bc—ad=1alors, dans F,;1, S s/t
et u/v sont deux fractionsonsécutivesavec

t<uv: Soienta/b et c/d deux fractions consécutives
* soit S/t et u/v sont déja dans F, et nous dans une suite F,, avec a/b < c/d (donc
avonstu —sv=1 bc —ad = 1), alors quels que soient les réels
positifsq etr, non tous les deux nuls :

Pour mettre en place le procédé d’approxima
tion nous allons d’abord montrer gaopriété
suivante :

* soitg/t ou u/v n’estpasdanskF,.

Si par exemple/t n’est pas dansF,, alors il alb<(ga+rc)/(gb+rd) <c/d

existe deux fractions consécutives a/b et c/d

deF,, telles quea/b < s/t < c/d. D'aprés 2), il En efet:

existe des entiers naturels non nuls g, r tels

ques/t = (qa+rc)/(gb+ rd) 1)

avecn+ 1=t =gb+ rd (qa+rc)/(gb+rd) —a/b=r/(b(gb+rd)) =0

Or d’'aprés 2)d + c) / (b + d) est lapremiére 2)

fraction a apparaitre entre a/b et c/d, nous _ _
obtenons done - c/d— (qa+rc)/(gb+rd) =g/(d (gb+rd)) =0

n+1=qb+ rd=zb+d=n+ 1. car, pour 1) :
Il en résultegb + rd=b +d puisqg=r = 1.
Ceci entraine quet = (a+c) / (b + d) et que

c est la seulefraction dans F+q comprise
entrea/b etc/d, d’ouulv = c/d.

(ga+rc)/(gb+rd) —a/b

= ((qa+rc)b —agb+rd)) / (b(gb + rd))

= ((bga+ rch) — (agb+ ard)) / (b(qb + rd))
= (rcb—rad) / (b(qb + rd))

Nous arrivons donc a : = r(bc—ad)/ (b(gb + rd))
tu—sv=(b+d}c—(@+cd =r/(b(qb+rd)) carbc—ad=1
=bc-ad

— 1 cara/b etc/d sont Nous procédons de la méme maniere pour 2).

consécutives darfs,.

De méme si u/v n’est pas dans F, il exise

deux fractions consécutives a/b et c/d dans
Ftelles que a/b < ulv < c/d et un raisonne-

ment identique au précédent conduit/a =

(@a+c)/ (b+d)etdt=alb, puis

tu—sv=Db(a+c)—a(b+d)
=bc-ad
=1

Donc dand-,;1 dés que deux fractiorzgb et

. * 2~ ] .
c/d sont consécutives nous avdts—ad= 1. [NDLC : N* désigne I'ensamble des entiers

naturels non nuls, autant dire les entiers stric
c) Cela étant vrai darfs; sera donc vrai danstement positifs au lieu d écrire « n apparte
F,, puis dans F3, puis dans F, donc pour nant aN* » ils auraient pu mettre simplement
toute suite,, n appartenant &l*. « n entier strictement positif ».]
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Procedé pour obtenir la meilleure A |’'étape suivante en comparant g, ar,

approximation fractionnaire d’un réel X, comme nous |'avons fait avec g, et r; nous

0<X<1. ferons apparaitre soit la fraction 1/3 dans le
premier cas, soit la fraction 2/3 dans le

Cela consiste lorsqué est encadré par deuxsecond cas. Nous continuons ainsi tant que la

fractions consécutives a/b et c¢/d dans une somme des dénominateurs ne dépasse.pas

suite de Faref,, 1< ps<n, a faire apparaitre

la premiére fraction qui est comprise entre Si a une étape p nous avons (, = Mo alors

a/b etc/d dans une suite de Fareyest-a-dire X=(a+c)/(b+d): (@+c)/(b+d)estalors

(@a+c)/ (b+d. la meilleure approximation fractionnaire.

Ce qui permet a chaque étape de diminuer
I”’encadrement et d’ obtenir deux nouvelles
fractions consécutives encadrafitCeci tant
queb + d <n, F, étant la suite dans laquelle
nous voulons déterminer la meilleure
approximation fractionnaire dé

SiX=0ouX=1

0/1 ou 1/1 sont respectivement les meilleures
approximations.

Si0o<X<1:

X=(1-X)x0+Xx1
1=(1-X)x1+Xx1

Posongy; = 1-X etrq = X, nous obtenons :
_ Programme sur CASIO fx 7000 G, fx 7800,
X1=@Qq*0+ryx1)(qg x 141y x 1) fx 8000 permettant d’ obtenir la meilleure
Premier cas :si g > rq nous pouvons alorsapproximation fractionnaire d’un ré¥l dans

XYY YYYYY YY) An nexes.

écrire : une suite de Farély,, n entier naturel donné
X/1=((gq—rq) X0 +rq x (0+1)) non nul.

I ((og—rq) x 1+r17 x (1+1)) "N=":?2-N:"X=":?2- X:0-A:1-B:
En posant : 1-C:1-D:1-X-Q:
Oy =01 —rqetro=ry, gy etr, étant positifs X ~R : LBL 0 : B+D>NO GOTO 2 :
nous en déduisons : R>QO GOTO 1: Q-R-Q:

0/1< X <1/2. R-R:A-A:B-B:A+C-C:B+D-D:
GOTOO:LBL1:

Deuxieme cas si g; <rqNOUS pouvons ecfi B+D>NI GOTO 2: Q- Q : R-QLR

re:
XI1 = (g % (0+1) + €1 — Gy) X 1) é-{-fgLAz:.B+D_>B :C-C:D-D:GOTO
/(g * (1+1) + €1 —0dy) x 1) ' '
En posant : X-A+B<C+D-X[O GOTO 3:"C=":Cc
Qo =0y etry = (ry —ay), O etr, étant positifs b=":D e
nous en déduisons : LBL3:"A=":A C
1/2<X< 1. "B=":BcC
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Programme sur TI1 80, T1 81, Tl 82, TI 85 REMARQUES:

permettant d'obtenir la meilleure approxima-

tion fractionnaire d'un rée{, avec 0< X <1 1) A+B est la fraction approchée par défaut
dans une suite de Farey F,,, n entier naturel du réelX ; C+D est la fraction approchée par

If X— A/B <C/D —X
GOTO 3
Disp "C="
Disp C
PAUSE
Disp "D="
Disp D
PAUSE
Lbl 3
Disp "A="
Disp A
PAUSE
Disp "B="
Disp B
Pause
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donné non nul. exces.
DISP"N=" 2) Pour un réeX n'appartenant a l'intervalle
INPUT N [0; 1], nous utilison — E(X) pourX > 1, et
:?\:IEBTX;( pour X < 0 nous passons pax—
2:@ Exemple: soitX =Tt
1-C
1-D Pourn = 27,
1-X-Q _ . o
X LR 3+ 1_/7 = 22/7 est la meilleure approximation
Lbl O fractionnaire det
If B+D >N
GOTO 2 Pourn =50,
If R >Q _ . L
GOTO 1 3+ 1_/7 = 22/7 est la meilleure approximation
Q-R-Q fractionnaire det
R-R
A-A Pourn =100,
B-B . .
A+C_C 3+ 14/99 = 311/99 est la meilleure approxi-
B+D_D mation fractionnaire de.
GOTO [
Lbl 1 Pourn = 300,
If B+D >N .
GOTO 2 3 +16/13 = 355/113 est la meilleure
Q-0 approximation fractionnaire de
R-Q-R
A+C- A Pourn = 1000,
B+D-B )
C.C 3+ 16/113 = 355/113 est la meilleure
DD approximation fractionnaire de
GOTO [
Lbl 2 Remarque : 355118 donnet avec les six pre

miéres décimales exactes.



