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1 Présentation du sujet

1.1 Enoncé

Il y a bien longtemps, le soldat Cléombrote fut fait prisonnier avec ses camarades par I’armée athénienne.
Or a Sparte étre fait prisonnier était un grand déshonneur, et la regle était que les soldats devaient se
tuer mutuellement. Ils procédaient ainsi : ils se mettaient en cercle; 'un d’entre eux (1) tuait son voisin
de gauche (2), puis le voisin suivant (3) tuait son voisin de gauche, et ainsi de suite, en faisant autant
de tours que nécessaire pour qu’il n’en reste plus qu’un, qui devait alors se suicider. Mais Cléombrote
ne veut pas mourir. Ou doit-il se placer pour étre le dernier survivant ? Et si la regle est différente 7 Par
exemple, si & chaque fois on tue ses deux voisins de gauche ? Ou si on saute quelqu’un & chaque fois ? (1
tue 2 puis 4 tue 5, etc).

Dans cet article, on donne des algorithmes pour déterminer le survivant, ainsi que des formules permettant
de trouver le survivant en fonction du nombre de soldats. On a également traité le cas ou on tue a chaque
fois k soldats.

1.2 Notations

On note n le nombre de soldats. Les soldats sont numérotés par les entiers de 1 a n, 1 étant celui qui
commence a tuer. Le numéro 2 est attribué a son voisin de gauche, puis 3 au voisin de gauche du numéro
2, etc.

On note S(n) le numéro du survivant dans un groupe de n.

L’état de notre cercle de soldat est modélisé par une liste ordonnée des numéros des soldats encore en
vie, ou le premier numéro de la liste est celui du soldat dont c’est le tour de tuer, et le suivant son voisin
de gauche, etc.

MATh.en.JEANS 2017-2018 Universités de Bordeaux et de La Rochelle Page 1



Exemple : au départ, le cercle de 6 soldats est représenté par la liste (1, 2, 3, 4, 5, 6).
Aprés que 1 ait tué 2, on obtient la liste (3, 4, 5, 6, 1), puis, 3 tuant 4, (5, 6, 1, 3), puis (1, 3, 5), puis (5,
1), puis (5) et 5 est donc le survivant.

Illustration en image :
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2 Démarche

Dans un premier temps, pour avoir une idée de la suite de nombres qu’on étudiait, on en a calculé les
premieres valeurs, d’abord a la main, puis par ordinateur. Il a fallu pour cela traduire le sujet sous la
forme d’algorithme.

2.1 Algorithmes
2.1.1 Traduction immédiate de 1’énoncé

Le cercle de soldats est représenté par une liste d’entiers (lesdits entiers étant les numéros affectés aux
soldats). Le premier soldat de la liste est celui dont c’est le tour, le suivant est son voisin de gauche, etc. :

au début de l’algorithme, la liste est donc (1,2, ...,n). Puisqu’il s’agit d’un cercle, le voisin de gauche du
dernier de la liste (ici n) est le premier (ici 1).
Pour passer d’une liste (a,b,c,...,m) a la liste qui représente ’état suivant : (c,..., m,a), on extrait les

deux premiers éléments de la liste, et seul le premier est replacé dans la liste, & la fin (le deuxiéme est
tué).

Soldat1
Soldatn Soldat2

Soldat3

Soldat5

Soldate
Soldat7?
Soldat8
Soldat9
Soldat10

Soldat11

On obtient ’algorithme suivant :

Algorithme survivant(n) :

L+ (1,2,...,n)

Tant que L a au moins deux éléments faire:
tueur < extraire_premier_élément(L)
tué < extraire_premier_élément(L)
ajouter tueur & la fin de L

Fin Tant que

retourner L[l]

Cet algorithme se termine en n — 1 étapes puisqu’au bout de n — 1 meurtres, il reste bien un seul soldat.
Calculer les n premiers termes de la suite (S(n)) se fait donc en un temps quadratique?.
2.1.2 Relation de récurrence vérifiée par la suite (S(n))

En partant de la liste (1,2,...,n), si on effectue un seul meurtre, on obtient la liste L = (3,4,...,n,1),
qui contient n — 1 soldats. Si on connait S(n — 1), alors le survivant sera le S(n — 1)-iéme soldat de notre

1. C’est-a dire que le nombre d’opérations & faire pour calculer ces n premiers termes est de ’ordre de n2. Plus précisé-

n(n—1)
2

ment, il faut opérations (la somme des n — 1 premiers entiers).
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nouvelle liste L. On en déduit que

R A

Cette relation reliant S(n) et S(n —1) (appelée relation de récurrence) donne un algorithme simple pour

calculer la liste des n premiers termes de la suite :

Algorithme survivant_jusque(n) :
L+ (1)
s+ 1
Pour 7 de 1 & n faire :
si s<i—1
S s+ 2
sinon
s+ 1
ajouter s & la fin de L
retourner L

Ce nouvel algorithme calcule les n premiers termes de la suite en n — 1 opérations : c’est plus efficace
que le précédent. On peut également utiliser cette relation de récurrence pour remplir un tableur avec les
valeurs de la suite.

2.2 Table de valeurs

Ces algorithmes permettent de construire une table de valeurs de notre suite S(n).

n| S
1 1
2 1
3 3
41|
5 3
6 5
7 7
8 1
9 3
10| 5
11 ] 7
12| 9
13 | 11
14 | 13
15 | 15
16 1
17| 3
18| 5
19 | 7
20| 9
21 | 11
22 113
23 | 15
24 | 17
25| 19
26 | 21
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2.3 Conjectures basées sur cette table

La suite S(n) semble étre une énumération des nombres impairs qui recommence & 1 pour certaines
valeurs de n.

En y regardant de plus pres, on remarque que la suite reprend a 1 lorsque n vaut 1,2,4,8,16,32,64... :
Il semblerait que ce soit lorsque n est une puissance de 2.

3 Résultats

3.1 Probléme initial

Lemme 0.1 :

Soient n le nombre de soldats encore vivants, i le numéro du soldat dont c¢’est le tour.

Sin est pair et k = n/2, ce sera a nouveau le tour du soldat ¢ apres k tours et il restera k soldats vivants.
Preuve :

On re-numérote les soldats de facon a ce que le soldat ¢ ait maintenant le numéro 1.

1 tue 2, 3 tue 4, ..., 2k — 1 tue 2k, c’est de nouveau le tour de 1.

Exemple :

S2 S2

s7

sS4 S4
S5

Iciily an =10 =2 x 5 soldats (donc k = 5), c’est initialement le tour du soldat ¢ et aprés 5 meurtres,
c’est de nouveau son tour, et il reste 5 soldats.

Lemme 0.2 :
Soient n le nombre de soldats encore vivants et ¢ le numéro du soldat dont c’est le tour. Si n est une
puissance de 2, alors I'ultime survivant est le soldat 1.

Preuve : On pose n = 2P. On applique p fois le lemme 0.1 : il reste un soldat et c’est le soldat .

Théoréme 0.3 :

Soit n le nombre de soldats dans le cercle initial. n peut s’écrire de fagon unique 2P +r avec p et r entiers
naturels tels que r < 2P. Par convention, le premier soldat qui tue son voisin porte le numéro 1. Alors, le
survivant sera le soldat numéro 2r + 1.

Preuve :

On ne fera pas ici la preuve de I'existence et de 'unicité de cette écriture.

Apres r tours, c’est le tour du soldat 2r + 1 (par récurrence : aprés 0 tour c’est le tour du soldat
1 =2x0+41; et sicest le tour de 2¢ + 1 apres ¢ tours, au ¢+ 1-iéme tour 2¢ + 1 tue 2¢ + 2 et c’est le tour
de 2i +3=2(i + 1) + 1, tant que 2i + 3 < n. En occurrence on a imposé r < 2P donc 2r < 2P +r = n,
2r+1<n).

On a alors tué r soldats (un & chaque tour) donc il en reste 2P. D’aprés le lemme 0.2, le survivant sera
donc le soldat 2r + 1.
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Exemple : Pour n = 42 (il y a donc 42 soldats).

On cherche la plus grande puissance de 2 inférieure a 42 ; listons les puissances de 2 : 1, 2, 4, 8, 16, 32,
64... la puissance de 2 la plus grande inférieure & 42 est 32 = 2°.

42 = 25 410 :ici p = 5 et » = 10 donc, d’aprés le théoréme 0.3, le survivant est le soldat numéro
2r+1=2x10+1=21.

Expression générale des termes de la suite (S(n)) (pour ceux qui connaissent le logarithme
et la partie entiére) :

On a vu que si n = 2P + 1 avec p et r entiers naturels tels que r < 2P, alors S(n) = 2r + 1.

Cela signifie que p est alors la plus grande puissance de 2 inférieure & n : 2P < n < 2P+, En passant au
logarithme népérien dans tous les membres de cette inégalité, on obtient pIn(2) < In(n) < (p+ 1) In(2).
11?1((2)) <p+1

p est donc I'entier qui vient immédiatement avant n(n) . 5n I’appelle partie entiere de % et on le note

In(2)
In(n P In(n
Lm((z))J' Ainsi p = Lln((Q))J, et donc

On divise alors tous les membres par In(2) : p <

In(n)

Stn) =2 (n—215& ) 11

Lien avec D’écriture en base 2 :
On écrit n en base 2. Le numéro du survivant est obtenu en faisant une permutation circulaire des chiffres
vers la gauche.

Exemple :
189 = 128 + 32 + 16 + 8 + 4 + 1 s’écrit 10111101 en base 2. S(189) s’écrit donc 1111011 en base 2 qui

correspond a 123 en base 10 .

En effet on a vu que le survivant est 2r + 1 lorsque n = 2P + r ou p est la plus grande puissance de 2
inférieure & n. Donc r s’obtient & partir de 1’écriture de n en enlevant le 1 de poids le plus fort (i.e. le
plus & gauche). Pour notre exemple, r s’écrit 111101. Multiplier par 2 en base 2 revient & décaler tous les
chiffres d’un cran vers la gauche (similairement & la multiplication par 10 en base 10) : ici 2r = 1111010
et finalement 2r + 1 = 1111011.

3.2 Généralisation

On étudie maintenant la méme situation, mais au lieu de tuer seulement son voisin de gauche, le soldat
dont c’est le tour tue k soldats sur sa gauche (k > 1).

On note maintenant S(n, k) le numéro du survivant dans un groupe de n soldats lorsque les soldats sont
tués k par k.

Exemple :

On se place dans le cas o n = 20 et k = 3, c’est-a-dire qu’il y a en tout 20 soldats et que le soldat qui a
le couteau tue ses trois voisins de gauche.

Soldat1

Soldat1

Soldat2

Soldat3

Soldat19
Soldat4

Soldat18, Soldat

Soldats Soldats

Soldat17g
Soldaté

Soldat16' Soldat? Sof

Soldat15 Soldat8

Soldat9 Soldat9

Soldat14

Soldat13 Soldat10 Soldat13

Soldat12 Soldat11
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Soldat1

Soldat5

Soldat17g

Soldat9

Soldat13

Soldat17g

at9

at13

3.2.1 Généralisation des algorithmes

Soldat1

Soldat17g

lat9

at13

Soldat17

On modifie les algorithmes précédemment écrits pour tenir compte de notre nouveau parametre k.

Algorithme survivant(n,k) :
L« (1,2,...n)

Tant que L a plus de k+ 1 éléments faire :
tueur < extraire_premier_élément(L)

Répéter k fois :

tué < extraire_premier_élément(L)

ajouter tueur & la fin de L

Fin Tant que
retourner L[1]

Comme précédemment, on peut trouver une relation de récurrence vérifiée par la suite S(n, k). En partant
de la liste (1,2,...,n), (en supposant n > k), si on effectue un seul meurtre de k personnes, on obtient
laliste L= (k+2,k+3,...n,1), qui contient n — k soldats. Si on connait S(n — k, k), alors le survivant
S(n, k) sera le S(n — k, k)-ieme soldat de notre liste L. On en déduit que

S(n) = {

Sn—kk)+k+1 si Sn—k)<n—k
1 st Sn—kk)=n—k

Cette fois, on n’a pas exprimé S(n) en fonction de S(n — 1) mais en fonction de S(n — k) : la relation de
récurrence obtenue définit donc k sous-suites de la forme (S(mk, k)), (S(mk+1,k)), .., (S(mk+(k—1),k)).
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Algorithme survivant_jusque(n,k) :
L+ (1,1,...,1) //liste de taille k
s+ (1,1,...,1)
Pour ¢ de 1 & n par pas de k faire :
Pour j de 1 & k faire :
si L[i|<i+j
sli] « s[i] + &
sinon
sli] 1
ajouter les éléments de s & la fin de L
retourner L

3.2.2 Table des valeurs

n | S(n,1) | S(n,2) | S(n,3) | S(n,4)
1 1 1 1 1
2 I 1 1
3 3 1 1

4 ] 1 1 1
5 3 1 1
6 5 1 5 6
7 7 7 5

8 1 1 6
9 3 1 9 6
10| 5 7 9 1
| 7 1

2] 9 10 1 11
3] 11 7 13 11
4| 13 13 6
15| 15 10 5

6] 1 16 1 16
17| 3 13 16
18] 5 1 9 i1
19 7 16 5

20| 9 1 1
21 | 11 19 13 21
2| 13 7 9 16
23| 15 22

24 | 17 10 17 6
2% | 19 25 13 1
26 | 21 13 21
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3.2.3 Lien avec ’écriture en base k+1 :

On a cherché un autre moyen d’exprimer les différentes suites obtenues. Pour ce faire nous avons donc
décidé de les exprimer dans une base différente : la base k + 1. Par exemple pour le cas k = 3 (on tue 3

soldats par 3 soldats), on exprime les résultats en base 4 et on obtient le tableau suivant

o @

n | S(n,3)
1 1
2 1
3 1
4 1
) 11
6 11
7 11
8 1
9 21
10 21
11 11
12 1
13 31
14 21
15 11
16 1
17 31
18 21
19 11
20 101
21 31
22 21
23 111
24 101
25 31
26 121
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Autre exemple : si on tue 9 personnes par 9 personnes (le cas ot k = 9), on exprime donc les résultats
en base 10. On obtient donc :

n | 59"
1 1
2 1
3 1
4 1
5 1
6 1
7 1
8 1
9 1
10 1
11 11
12 11
13 11
14 11
15 11
16 11
17 11
18 11
19 11
20 1
21 21
22 21
23 21
24 21
25 21
26 21

En créant ces tableaux, on a constaté une forte similitude entre les écritures en base k + 1 des numéros
des survivants dans le cas ou celui-ci était la n-iéme personne (cas ou S(n, k) = n).
En effet si on reprend le cas précédent, pour k = 3 on obtient :

S(1,3) =1=1x4°=T1%
S(5,3) =5 =1x4' +1x4° =11V
S(9,3) =9 =2 x 4 + 1 x 49 = 21"
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On a ensuite généralisé cette observation. Si on tue k personnes par k personnes et qu’on exprime le
numéro des soldats en base k + 1 on obtient :
Valeurs de n, en base k + 1, pour lesquelles S(n, k) =n :

(k+1)

ﬁ(k"rl)

ﬁ(kJrl)

ﬁ(k"rl)

H(k"rl)

m(kJrl)

m(kJrl)

%(k+l)

m(kﬂ)
ThkT ety
)

okl T

SR

kT E Y
(k+1)

1kkE1
2kkk1
3kkkl

(k+1)
(k+1)

De maniere plus générale, les nombres pour lesquels on a S(n, k) = n s’écrivent en base k + 1 sous la

k+1
forme n = akk...k 1( * ), ol p est un entier et o un entier compris entre 0 et k — 1.
~——

p fois
On peut déduire de cette écriture une expression des valeurs de n pour lesquelles S(n, k) = n. En effet :

n=akk RO cax (k)P bk x (k)P 4k x (k+ 1P ot kx (k1) 4+ 1x (k+1)°
On factorise par k x (k+1) :
n=axk+1)P +hxE+ D) x[1+E+D)+(+D24+ -+ (E+1)P 1 +1

On utilise la formule pour la somme des termes d’une suite géométrique (vue en premiere) :

1+ (h+ 1)+ (k+1)2 4+ (k+1)P L = 11—_((124;11))” _ (k+1k)1’—1

Dot n = ax (k+ P 4k x (k+1) x B — o 0 (e 4+ 1)PH 4 (B + 1P — k= 1+ 1, et

n=(a+1)x (k+1)PH — k.
On a donc la conjecture :
Sin=(a+1)x (k+1)P*! — k avec « entier entre 0 et k — 1 et p entier, alors S(n, k) = n.
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3.2.4 Résultats

Les résultats pour £ = 1 se généralisent.

Lemme 1.1 (généralisation du lemme 0.1) :

Soient n le nombre de soldats encore vivants et ¢ le numéro du soldat dont c’est le tour.

Si n est divisible par k + 1 et m = n/(k + 1), ce sera & nouveau le tour du soldat ¢ aprées m tours et il
restera m soldats vivants.

Preuve :

On re-numérote les soldats de fagon a-ce-que le soldat ¢ ait maintenant le numéro 1.

Alors 1 tue [2,3,...,k+ 1], k+2tue [k +3,...,2k+ 2], ..,
m=—1)k+1)+1tue[(m—-—1k+1)+2,...,(m—1)(k+1)+k+1=(k+1)m = n|, c’est de nouveau
le tour de 1.

Lemme 1.2 (généralisation du lemme 0.2) :
Soient n le nombre de soldats encore vivants et ¢ le numéro du soldat dont c’est le tour.
Sin=ax(k+1)P avec 1 <a < k+ 1, alors le soldat 4 sera 'ultime survivant.

Preuve : On applique le lemme 1.1 p fois : il reste a soldats et c’est le tour du soldat i. Comme a < k+1,
le soldat 7 tue tous les k — 1 autres survivants.

Probléme quand on veut appliquer la méme méthode que pour k=1 :

n peut s’écrire de fagon unique sous la forme a x (k+1)? +r,avec L <a<k+1let 0 <r < (k+ 1)P.
Si k divise r, apres 1 tours il reste a x (k+ 1)? soldats et ce sera le tour du soldat (k+1)+1 : on peut
conclure par le lemme 1.2 que le survivant est le soldat 7 (k+ 1) + 1.

Exemple :

Pour n = 7567 et k = 9 (il y a 7567 soldats et ils se tuent 9 par 9), on a 7567 = 7 x (9 + 1)3 + 567 et
567 = 9 x 63. Si on effectue 63 séries de 9 meurtres, il restera 7 x 103 soldats, et ce sera le tour du soldat
numéro 1 4 10 x 63 = 631 : d’apres le lemme 1.2 le survivant est le soldat 631.

Sinon, dans les k — 1 autres cas possibles de reste dans la division de r par k, quel est le survivant ?

On a vu en 3.2.1 que les suites (S(mk + ¢, k)) avec g entre 0 et k — 1 vérifient toutes la méme relation de
récurrence, et donc, ce sont des suites arithmétiques de raison k et de premier terme 1 qui “redémarrent”
a 1 de temps en temps. Le cas r = 0 vient d’étre traité dans le lemme 1.2.

Exemple :

Pour n = 7571 et toujours k = 9 (il y a 7571 soldats et ils se tuent 9 par 9), on a 7571 = 7 x 103 + 571
et 571 =9 x 63 +4

571 n’est pas divisible par 9. On ne peut donc pas “se débarrasser” des 571 soldats pour se ramener au
lemme 1.2. Au mieux, si on effectue 63 séries de 9 meurtres, il restera 7 x 10% + 4 soldats. Ce qui ne
permet pas de déterminer le survivant.

Cet obstacle nous a bloqués pendant un certain temps, mais nous en sommes finalement venus a bout :
dans les cas ou k ne divise pas r (et en particulier r # 0), il faut chercher & écrire n sous la forme
a(k+1)P+gk. Comme k+1 = 1[k] , (k+1)? = 1[k] et comme de plus gk = 0[k], a(k+1)P + gk = alk].
Pour appliquer le lemme 1.2, il faudra de plus 1 < a < k + 1; le coefficient a doit donc étre le reste dans
la division euclidienne de n par k, ou si le reste est nul a = k. Une telle écriture de n existe : en effet la
division euclidienne de n par k nous donne : n = gk + a = gk + a(k + 1)°.

Choisissons p le plus grand entier tel qu'une telle écriture existe avec ¢ > 0, c’est-a-dire a(k + 1)? <n <
a(k + 1)PTL. On effectue q tours, de facon a tuer gk soldats; il reste alors a(k + 1)? soldats, et c’est le
tour du soldat 1+ ¢(k + 1), pourvu que 1+ ¢(k+ 1) < n et donc qu’on fait moins d’un tour de cercle, ce
qu’on va vérifier. D’apres le lemme 1.2, le survivant sera donc le soldat numéro g(k + 1) + 1.
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Vérifions maintenant que 1 +q(k+1) <n :
L’entier p est le plus grand possible tel qu’il existe ¢ positif avec n = a(k + 1)? 4 gk, donc

n—a(k+1)P™ <0
n—(k+1)(n—qgk) <0
n(1—k—1)+ (k+ 1)gk < 0
—-n+(k+1)g<0

1+ (k+1)g<n.

Calcul de p

On a choisi p le plus grand possible tel que n = a(k + 1) + g x k.

Par conséquent, on a a(k + 1)? < n < a(k + 1)P*1,

Comme a # 0 (le cas a = 0 ayant été traité séparément en premier), on a donc

(k+1)7 < = < (k41!

On passe au logarithme et on divise par le logarithme de k +1 : p < 112((:4‘;)) <p+1
In(n/a)

In(k+1)

Ainsi p est la partie entiere de

B In (%)
P= mk+ 1)
Calcul de q, puis de S(n,k)

Connaissant p, et puisque n = a(k + 1)? + gk, on a donc ¢ = (n — a(k + 1)?) /.

On a vu que S(n, k) = (k+ 1)g + 1, en substituant, on obtient S(n, k) = M]M + 1, ou encore,
In (/o) |
)

en explicitant p, S(n, k) _ (k+1)(n7a(k21)tltx(k+l)

+ 1.

On obtient ainsi le théoréme 1.3 :

Pour tout n,
In (n/a)
(k + 1)(n — a(k + 1) L]y

S(n, k) = p

+1,

ou a est le reste de n dans la division euclidienne par k s’il est non nul, et sinon a = k .

Exemple : Reprenons le cas précédent qui posait probleme ou il y avait 7571 soldats.
Calcul de a : a est le reste de la division euclidienne de 7571 par 9 : 7571 = 841 x 9+ 2 donc a = 2.
On peut maintenant déterminer p de 2 fagons :
1. “alamain” : p est le plus grand entier tel que 2x 10?7 < n. On a 2 x 102 = 2000 et 2 x 10* = 20000 ;
20000 > 7571 donc p = 3;

2. & la calculatrice : hlln((%(;) =l EZ‘?E)/Q) ~ 3,5781 donc p = 3.

Déterminons a présent q :
Onan=a(k+1)P+qxk=200+qx9 donc g = 152000 — ¢19,
Ainsi S(7571,9) = 10g + 1 = 6191.

4 Conclusion

Une autre question proposée dans I’énoncé était de “sauter” un nombre fixe de soldats entre deux tours :
par exemple, 1 tue 2, puis 4 tue 5, puis 7 tue 8 etc. Nous avons donc également pensé a une autre
généralisation du probleme. Au lieu de tuer k soldats, on en aurait laissé k vivants entre 2 assassinats : 1
tue 2, passe le couteau au soldat k + 2, qui tue le soldat k + 3 et passe le couteau au soldat 2k + 3, etc.
Cependant, nous n’avons pas eu le temps de nous pencher sur la question, nous n’avons donc pas pu
établir de résultats.

MATh.en.JEANS 2017-2018 Universités de Bordeaux et de La Rochelle Page 13



Notes d’édition

Il est clair que S(1) = 1, et donc la relation de récurrence permet bien de déterminer tous

les termes de la suite.
Chaque fois que le lemme 0.1 est appliqué, le nombre de soldats est divisé par 2.

1111011 en base 2 correspond & 1 x 26 +1x 25 +1x 28 +1x 23 4+0x 22 +1x 21 +1x 20 =

64432+ 16+ 8+ 2+ 1= 123 en base 10.
La condition d’arrét de cet algorithme est L < k+ 1 car s’il y a jusqu’a k + 1 soldats le

premier soldat tue tous les autres et est donc le survivant. On a en particulier S(1) = S(2)
.=8k+1)=1.

Il n’est pas dit a quoi correspondent les couleurs dans ce tableau. Elles visualisent les
sous-suites (S(mk +r,k)) (pour 0 < r < k).

La notation 7'* dans le tableau représente I'écriture en base 4 du nombre n, par exemple
21 représente ’écriture en base 4 du nombre 9, ou 1 est le chiffre des unités et 2 celui des
“quatraines” (9 := 2 x 4! +1 x 49).

L’écriture m = n[k] (“m est congru a n modulo k") signifie que m et n ont méme reste dans
la division euclidienne par k, autrement dit que m — n est divisible par k. On peut additionner
et multiplier terme a terme les congruences modulo un entier & donné.

En pratique on procédera comme dans ’exemple en-dessous : déterminer successivement
les entiers a, p et q.

Cela donne la preuve de la conjecture sur les entiers n tels que S(n,k) = n énoncée en fin
de § 3.2.3 : si n = a(k + )Pt — k n s'écrit aussi a(k + 1)? + kla(k + 1)? — 1] et S(n, k) =
1+ (k+Dak+1)P —1]=ak+1)PD 41 -k—1=n.
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