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Ce sujet repose sur l'étude d'un objet mathématique créé par le mathématicien
Stanistaw Marcin Ulam: la spirale d’Ulam. La construction de cette spirale se fait en
enroulant les entiers naturels dans les sens des aiguilles d’'une montre, puis en mettant
en évidence les nombres premiers. On peut alors rapidement observer que les nombres
premiers ont une tendance a s’aligner sur certaines diagonales.
Le but du sujet est de comprendre 'origine de ces alignements.

7 8 9
6 1 2
5 4 3

Figure 1 : Construction de la spirale d’'Ulam

Définition : Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement deux diviseurs
distincts entiers et positifs.

Nous avons obtenus plusieurs résultats :
e Une méthode efficace pour parvenir a coder la spirale
e Une méthode pour déterminer les polynémes a 'origine des termes de chaque
diagonale de la spirale
e Une étude expérimentale de la proportion de nombres premiers donnée par des
polynémes du second degré
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Figure 2 : Visualisation de I'alignement des nombres premiers sur la spirale

I- Prérequis: Le repérage sur la spirale :

o

21|22

20 7 B 9 10
1.5 5 of] i | 11

3 7 9 s 3 S 5 ;
1

18 5 a 3 12
17 16 45 14 13

Figure 3 : Se repérer sur la spirale

On repére chaque entier naturel n sur notre spirale par ses coordonnées i et j sur la
spirale. Par exemple, le nombre 22 est repéré : 22 (-1; 2).
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II- Coder la spirale :

Pour mieux visualiser l'alignement des nombres premiers sur la spirale, nous avons
commencé par la coder. Cette démarche nous a aussi permis d’étudier I'enroulement et
ainsi d’effectuer plus facilement nos démonstrations par la suite.

Nous avons mis au point une méthode dont nous allons décrire le fonctionnement.

= Description de la méthode :

: Entrer A un entier définissant le nombre d’enroulements
:n prend la valeur 1
:ietjprennent la valeur 0
: Pour k variant de 1 a A faire :
:sii=jfaire:

:n prend la valeur n+1 On change de « tour »

:iprend la valeur i+1
: si n est premier, I'afficher aux coordonnées (i ; j)

: tant que |i|>= [j| (1)

:n prend la valeur n+1 On descend jusqu’a la

:j prend la valeur j-1 B diagonale d’équation : i =-j

: si n est premier, I'afficher aux coordonnées (i ; j)

: tant que |i|=<|j|: -

:n prend la valeur n+1

_ _ On décale jusqu’a la
:iprend la valeuri-1 -

diagonale d’équation : -i = -j
: si n est premier, 'afficher aux coordonnées (i; j)
: tant que |i|>=|j|:
:n prend la valeur n+1 On remonte jusqu’a la
:j prend la valeur j+1 [~ | diagonale d’équation : -i = j
: si n est premier, I'afficher aux coordonnées (i ; j)
:tant que i=j : -
:n prend la valeur n+1 On décale jusqu’a la
:iprend la valeur i+1 N diagonale d’équation : i =j
: si n est premier, I'afficher aux coordonnées (i ; j)
: Afficher la spirale -

III-Trouver les équations donnant chaque terme en fonction des ses
coordonnées :

Pour comprendre la présence plus ou moins grande de nombres premiers sur chaque
diagonale, nous avons tenté de trouver des équations donnant chaque terme de la
spirale en fonction de ses coordonnées.
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Figure 4 : La demi-diagonale d’équationi=j

Notre premiére démarche a été de conjecturer I'expression de chaque terme de la
diagonale indiquée ci-dessus. On I'appellera diagonale d’équation i=j. On observe que les
termes de cette diagonale sont les suivants 1(0; 0), 9(1; 1), 25(3; 3)... On conjecture
donc naturellement que chaque terme de la diagonale peut s’écrire sous la forme :

m; = (21 + 1% avecil'abscisse du terme n
Pour démontrer cette conjecture, on commence par trouver une relation de récurrence,

c'est-a-dire une relation qui lie le terme ni au terme ni+1, sachant que le terme noté n; est
le terme d’abscisse i sur la diagonale i=j (2).

+2i+2
21 22 23 2t 25
N
+2 +1
2 7 3 0 3 10
+1
+2i+2 1p +2 1 ey 2 1
l ” +2i+1
1 5 A——e— 1
+2
L
174 4 15 4 13
+2i+2

Figure 5 : trouver une formule de récurrence
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En étudiant I'enroulement, on trouve facilement la relation suivante :
ey =M, +804+8

En utilisant la formule de récurrence démontrée précédemment, montrons que tous les
termes de la demi-équation étudiée peuvent s’écrire sous la forme 1; = [Zi + 1)%.

= Démonstration par récurrence :

Initialisation : pour i=0,onai,=1et (2 +0+ 1) =1

La propriété est donc vraie pour i = 0.

Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour un certain entier naturel p, c’est a
dire : ity = {2p+ 1)

Montrons que, par conséquent, elle est encore vraie au rang p+1, c’est a dire :

ipoy = (Z(p+ 10+ 1)

Ona: Np41 =Ny +84p+ 8

A +4p+1+8p+8
Ap< + 12p + 4
(2p + 30 =(2ip+ 1)+ 1)°

Conclusion : La propriété est vraie pour i=0 et nous avons montré que si elle était vraie
pour un certain entier naturel i, alors elle était vraie pour i+1, donc, par application du
principe de récurrence, tous les nombres de la demi-diagonale i=j peuvent s’écrire sous la
forme n; = (Zi + 1)°.

A partir de la diagonale d’équation i=j nous pouvons trouver les équations des autres

diagonales.
< -2i
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Figure 6 : Déduire les équations de chaque diagonale
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On peut donc, par cette méthode déduire chacune des quatre demi-diagonnales

principales de la spirale. On obtient une situation quadratique :

n =(2i+1)%2i
n = 4i%+2i+1

n = 4i%+2i+1-2i
n = 4i%+1

Figure 7 : Situation quadratique

Curiosité : la spirale d’origine 41

638 545 460
627 544 458

6365 543 458

£33 540 455
632 539 454

.533 453

630 537 452
622 536 451
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549 550 551 552 553 554 555 556 558 559 560 561 562

644 645 646 .543 649 650 651 652 654 655 656 657 658 660 .EEZ 663 664 665
56

378 209 248 185
377 308 247 194 149 112
376 .245 183 148 111
375 206 245 182 147 110 21
374 305 244 .145 109 80
628 535 450 304 243 180 145 108
627 524 -5333 242 189 144 T
626 533 448 371 302 .:lEE 143 106
625 532 447 370 301 240 187 142 105 104
624 521 446 269 200 .JEE 141 140
623 530 445 368 299 238 185 154 183
622 529 444 298 237 236 235 234
621 528 .5297 296 295 294

620 527 442 365 264 263 362 361 360

4 565 566 567 568 570

464 265 466 468 469 470 471 472 473 474 475 476 477 478 480 481 482
3B4 385 386 387 388 330 391 392 333 394 395 336 .EBB 393 400 402 483 572
316 218 219 220 221 322 223 324 325 226 327 228 229 230 402 484 573

ZSEIZSE 259 260 261 262 .254 265 266 .434 485 574

0 201 202 203 204 205 206 207 208 209 210 267 332 405 486 575

153 154 155 155.153 1539 160 161 162 268 333 406 576
115 116 117 118 119 120 121 122 212 334 407 488

84 B5 B& B7 BB . 90 123 1564 213 270 335 408 489 578

310 249 1396

62 63 64 65 66 91 124 165 214 336 490 573
48 50 . 92 125 16 215 272 410 13-4
42 51 6B 93 126 216 273 335 411 492 581
52 69 94 168 217 274 339 412 493 582
95 128 169 218 275 240 412 494 583
96 129 170 219 276 341 414 495 584
100 33 38 130 171 220 .342 415 436 585
126 135 124 122 132
178 177

291 290 288
38 257 256 355 254 [Jfes2 251 350 420 501 590

430 429 428 427 426 425 424 423 422
520 519 518 517 516 515 514 513 512 511 510 508 507 506 505 504
612 611 610 €09 E-JE.E-:IE 605 604 602 602 600 598 597 596 595 594

Figure 8 : La spirale d’origine 41

438 437 436 435

a
i
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n =(2i+1)?

n = 4i%+1-2i
n = 4i%-2i+1
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En modifiant l'origine de la spirale de 1 a 41, on observe une diagonale comportant
beaucoup de nombres premiers, nous avons tenté de comprendre pourquoi.

Nous avons déterminé, a I'aide de la méthode précédente, les équations des diagonales
-i=j et i=-].

Nous obtenons les équations suivantes : n = 4i%+2i+41 et n = 4i*-2i+41.

Par ailleurs, le polyndme d’Euler P(n)=n®+n+41 donne exclusivement des nombres
premiers pour n compris entre 0 et 40.

Et nous remarquons que P (2i)=4i?+2i+41 et P(2i-1)=P(-2i)= 4i?*-2i+41

Ces diagonales donnent donc les mémes nombres premiers que le polynome d’Euler !

IV-Etude expérimentale de la proportion de nombres premiers donnée par des
polynomes du second degré

Pour déterminer la proportion de nombres premiers donnés par un polyndme du second degré
(3), c'est-a-dire de la forme ax*+ bx +c, on utilise le programme suivant :

= Programme 1

: L1 compte le nombre de premiers compris entre 0 et 1000
: L2 compte le nombre de nombres premiers de la forme i* + bi + ¢
: pour callantde 0a 120 :
:pour ballantde 0a 120:
:pouriallantde 0a 1000 :
: sif=1i% + bi + c est premier :
:L2 =L2+1
: on fait le rapport L2 / L1
: on place un point de coordonnées (b ; c), de taille et de couleur proportionnelles au rapport

C 120

100 £

80

60

40 &

20 i

o H 3 .ﬂ....::;."..:
20 40 60 80 100 120

Figure 9 : Figure obtenue avec le programme 1
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On observe que notre premier programme calcule les termes de tous les polynémes de
la forme suivante :

. ax*+bx +c

. a(x+1)* +b(x+1) + ¢

. a(x+2)* +b(x+2) + ¢

. a(x+a)? + b(x+ a) + ¢ (a€N)

Or ces polynoémes, a partir d’'un certain rang donneront des termes similaires. Le point
commun entre tous ces polyndmes est leur discriminant (4). On montre facilement qu'’ils
sont égaux.

= Démonstration :

Soient deux polynémes P1 et P2 tels que :
e Pi=ax®+bx+c
o Pr=a(x+f)*+ b (x+B)+ c=xa*+2axp + af*+bx+bf+c=ax*+(2af+b)x+(bf+c+af?)

On calcule les discriminants de P1 et P2 :
A1=b?*-4ac
Az= (2aB+b)?-4a(bB+c+af?)
=4a? p?+4aBb+b*-(4abB+4ac+4a’ f?)
=b?2-4ac

On a bien : A1=42 QED
Nous avons donc mis au point un nouveau programme.

= Programme 2

: L1 compte le nombre de premiers compris entre 0 et 1000
ronprendb=1
: pour - A allantde 0 a 400
: pour a allantde 1 a 100
oA
aa

: on calcule c a partir de A via la formule ¢ =

: Si c est un entier
: pour i allant de 0 a 1000 :
: f = ai®+bi+c
: si f est premier, L2 = L2+1
: on fait le rapport: L2 / L1
: on fait varier les tailles et couleurs des points en fonction du rapport et on les affiche
aux coordonnées (-&; a)
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Remarque : On choisit de ne traiter_que les discriminants négatifs pour éviter de tester des
polynémes avec deux racines entieres qui donneraient un nombre tres limité de premiers.
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Figure 10 : Figure obtenue a partir du programme 2
On observe des points de tailles variables, preuve expérimentale qu'il existe bien des
polynémes ayant I'étrange faculté de donner une proportion plus élevée de nombres
premiers. Le gros point jaune sur I'axe des abscisses dont le discriminant vaut -163
correspond par exemple au fameux polynéme d’Euler rencontré précédemment.
Conclusion

25

1000 2000 3000 4000 5000

Figure 11 : Proportion de nombres premiers donnés par le polynéme d'Euler

Nous avons donc pu observer et expliquer les alignements des nombres premiers sur
certaines diagonales de la spirale d’'Ulam a partir d'une étude expérimentale de la
proportion de nombres premiers donnés par un polynéme du second degré.

Nous avons observé que certains polyndmes ont I'étrange faculté de donner une
proportion impressionnante de nombres premiers !

Par exemple, le polyndome d’Euler va étre a l'origine d'une diagonale trés riche en
nombres premiers, et pas seulement lors des premiers enroulements mais aussi par la
suite. En effet, en observant la figure 11, on se rend compte que la proportion de nombre
premiers donnés par le polyndme d’Euler n’est pas seulement forte au départ mais
semble se stabiliser autour d’une valeur proche de 3.5.
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Notes d’édition

(1) Ici, il faut sortir de la boucle lorsque j=-i, donc il faut une inégalité stricte. Pour les
trois boucles suivantes, on part de |i|=|j| et il faut s'arréter lorsque cette égalité est
retrouvée ; il suffit de remplacer les conditions successivement par tant que i>j, puis tant
que -1>j, puis tant que i<j.

(2) On pourrait aussi remarquer que lorsqu'on place ni on a rempli le carré de sommets
(i, i) avec les ni premiers entiers naturels, et que ce carré comporte 2i+1 points entiers
sur un c6té, donc en tout (2i+1)2 points entiers.

(3) Il ne s’agira pas vraiment de la proportion de premiers donnés par le polyndme mais
plutot du rapport du nombre de premiers dans les N premieres valeurs du polynéme au
nombre de premiers entre 0 et N (avec N=1000, sauf pour le dernier exemple).

(4) Ces polyndomes ont plus que leur discriminant en commun, puisqu'ils s'obtiennent
I'un de l'autre par un simple décalage de la variable et donnent donc le méme ensemble
de valeurs, aux premiers et derniers termes pres. On peut remarquer sur la figure 9, sur
la gauche, I'arc de parabole de gros points rouges formé par la série issue du polynéme
d'Euler.
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