Cet article est rédigé par des éléves. Il peut comporter des oublis et imperfections,
autant que possible signalés par nos relecteurs dans les notes d'édition.
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Quelle est la probabilité de pouvoir former unrigke

lorsque I'on coupe un spaghetti en trois ?

Dans cet article, on calcule la probabilité de mouformer un triangle lorsque I'on coupe un spdtilen trois
morceaux en démontrant qu’elle dépend fortemeid deaniére dont la découpe est faite.
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Le probléme posé est celui du calcul de la proliébie pouvoir former un triangle lorsque I'on ceupn spaghetti en trois
morceaux. (1)

Plutdt que d’énoncer directement les résultatssmwons pris le parti d’expliquer de maniére chlogigue les différentes étapes
de notre démarche.
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Aprés avoir repris connaissance du probléme, reumms commencé par couper des spaghettis endtaisite a ces
expérimentations, nous posons :

- xlalongueur du segment de gauche ;
- ylalongueur du segment du milieu ;
- zlalongueur du segment de droite.
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Nous posons égalementc:+y + z= 1 en considérant que I'unité de longueur estigl@ur du spaghetti.
Aprés plusieurs essais, il nous semble que :

siy est le plus grand des trois cOtés, alors le tleaagt constructible si et seulemeny six + z

casy>x+z

En effet, dans le cas gt x + z les cercles de centre B et C ne se coupengpéstfiangle n’est pas constructible).

Dans le cas oy<x + z, il y a intersection des cercles et il est gulesile construire un triangle.

De plus, sk est le plus grand des trois cOtés, alorsy et donc x <y + z.
De méme, ona zx+y.

x<y+z
Ainsi, siy est le plus grand des trois cotés, alogs< x + z
Z<Xx+y

Par symétrie :

x<y+z
Si un triangle est constructible, algry <x + z
Z<X+y

Remarque ce n'est ici qu’une implication et non une é@lénce dont nous aurions besoin. Nous décidonsratice

I'équivalence afin de nous forger une intuition Euprobléme et de revenir sur sa démonstratios faitd.

=
N

NIFR NP NI

Nous observons également que si un triangle estremtible, alorsy Y <

N
N

En effet, si 'une des longueungar exemple) est supérieur%,éa somme des deux autres sera inférie%re $oitx + z <%
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x<y+z
et doncx + z <y, ce qui contredit la condition de constructibifjit¢ < x + z

Z<Xx+y
Le chercheur nous propose d’ordonner ainsi lesqsitipns :
1
x <=
2
x<y+z 1
Triangle constructible> §{ y<x+z &N VY <§ en admettant pour I'instant les équivalences.

Z<X+y 1
z<=
2

Premiére simulation

Pour obtenir une idée du résultat, nous décidoaffed’tuer une simulation sur tableur.

Pour obtenir le premier c6té, on coupe en choistasa
nombrex au hasard dans [0 ;1] : « =ALEA() ». A

Puis, pour obtenir le deuxiéme, on coupe au hatamd ce

qui reste. Alorg/ « = (1 —x) * ALEA() »

Le dernier c6té vaudrazzl —x — y.

On étudie si les trois longueurs ainsi obtenues teates strictement

N

inférieures 4’%

65 535 lancers plus tard, on conjecture que laghitité cherchée
serait d’environ 0,19. 3)

Une découpe sans dépendafice

Le chercheur nous fait remarquer que la méthod#deupe précédente induit une dépendance enfpeilgs de coupe.
En effet, la position du deuxiéme point de coupgedé de celle du premier point.

Nous cherchons donc, a partir de deux parametnesmaniére de simuler une découpe sans induirégkndance.

Pour cela, nous décidons de :

« choisir deux nombres etb au hasard entre O et 1 ;
« d'effectuer le premier point de coupe au minimura deux
et d’effectuer le second au maximum des deux.

Les longueurs des cbtés seront alors :

x=min (@;b)
y=max @;b)—min @;b)
z=1-max#é;h)

Nous effectuons une deuxieme simulation sur talpeur étudier
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B D
x 1—ux
A [ B [ [ o ] £ [ F T

) x Six<112, y<112, z<1/2 proba
2 1 0,05 045 5 FAUX 0,19
3 2 037 0,31 031 VRAI

4 3 0.08 052 04 FAUX
5 | 4 0,49 0,43 0,08 VRAI

3 5 0.05 012 0.83 FAUX

7 [} 0,83 0,08 0,09 FAUX

B 7 0,12 0,69 0,19 FAUX

9 8 063 03 0,06 FAUX

10 9 07 003 0,27 FAUX

1 10 0,29 066 0,05 FAUX

[ 11 0,83 0,09 0,08 FAUX

] 12 0.09 0.16 0.75 FAUX

T 13 0,92 0,03 0,0 FAUX

15 14 0.25 032 043 VRAI

15 15 0,41 0,49 0.1 VRAI

17 16 0,07 0,59 0,34 FAUX

18 17 0,39 022 0,39 VRAI

19 18 047 02 033 VRAI

EY 19 0,59 0,31 0,11 FAUX

£l 20 0,68 029 0,03 FAUX

2 21 0.97 002 0.02 FAUX

E 2 0,38 05 0,12 VRAI

u 2 0.27 0.26 047 VRAI

> 24 0,11 0,02 0,87 FAUX

% 2 0,65 0,15 0,19 FAUX

27 26 0,1 027 0,63 FAUX

e} a7 09 0,08 0,02 FAUX

B 28 0,51 0,39 0,1 FAUX

E 29 0.25 0.05 0.69 FAUX

B ¢}
min(a;b) max(a;b)
y =max(a ; b) —min(a ; b)
X =min(a ; b) z=1-max(a;b)
| 0,35 068 l
B C D
min(a;b) max(a;b)
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A | 8 | ¢ o] E | F | &

une éventuelle influence de la méthode de découpengecturons cette fois ci une [ 2 meme 2 b i 2
i+ A 1 H H A - 3 2 04 0,72 04 0,32 0.28
probabilité d’environ 0,25, différente de la prersié M oM ots o om0k
[5 ] 4 0,15 0,87 0,15 0,72 0,13
[ 6 | 5 074 05 05 023 0,26
[ 7 | 6 0.7 0.07 0.07 0,63 0.3
[ 8 | 7 0.5 0.29 0.29 022 0.5
[ 9] 8 0,76 02 02 0,56 0,24
[10 | 9 049 047 047 0,02 0,51
11 10 0.53 047 0.47 0.07 0.47
[12 | " 0.03 0.64 0.03 0,61 0.36
| 13 | 12 0,08 028 0,08 02 0,72
[12a] 13 0,04 0,11 0,04 0,07 0,89
15 14 0.07 0,75 0.07 0.68 0.25
| 16 | 15 0.69 044 0.44 0.24 0.31
[17 | 16 02 023 02 0,03 0,77
[18 | 17 0,76 07 07 0,05 024
[ 19 | 18 032 0.01 0.01 0,32 0.68
[ 20 | 19 071 0.8 071 0.09 0.2
[21 | 20 0,55 0,61 0,55 0,06 0,39
[2]| =21 023 0,68 023 045 032
| 23 | 22 0.39 0.84 0.39 0.46 0.16
| 24 | 23 0.39 0.68 0.39 0.29 0.32
| 25 | 24 0,18 0,98 0,18 0.8 0,02
[26 | 25 0,97 0,72 072 025 0,03
| 27 | 26 0.82 025 0.25 0,57 0.18
| 28 | 27 0.33 0.82 0.33 049 0.18
[29| 28 02 0,08 0,08 0,11 038
[30 | 29 02 044 02 024 0,56
2| m | 02 | o a2 | oa | %

Interprétation géométrique et détermination de Halyabilité dans le cas « sans dépendance -

FAUX
VRAI
FAUX
FAUX
FAUX
FAUX
VRAI
FAUX
FAUX
VRAI
FAUX
FAUX
FAUX
FAUX
VRAI
FAUX
FAUX
FAUX
FAUX
FAUX
VRAI
VRAI
VRAI
FAUX
FAUX
FAUX
VRAI
FAUX
FAUX

Choisir au hasard deux réels de l'intervalle [( relient, via ses coordonnées, au choix au
hasard d’un point dans un carré de c6té 1 mis tredes axes ».

Grace a cette interprétation géométrique, le probleevient donc a déterminer I'ensemble
des points du carré rendant le triangle constrigctib o "

On rappelle la démarche utilisée :

x=min(@; b) :
M (a; b) 0 -y y=max@;b) —min@;b) etle triangle est constructible si et seulemer
z=1-max@;b)

=
AN

]
<
N
NI NI NI

N
N

Premieres recherches
Apres plusieurs essais, nous supprimons :

» lazone 1 caa etby sont strictement supérieurs a 0,5 et atorsmax @; b) > 0,5 et le
triangle n’est pas constructible ;

» lazone 2 cam etby sont strictement inférieurs a 0,5 et alors neaxk) < 0,5, ”
doncz=1-max&; b) > 0,5 et le triangle ne sera pas constructible ;

» lazone 3 caronyaa<0,25eth>0,75. Alors la différence des deux, qui est
y=max @; b) — min @; b) sera strictement supérieure a 0,5 et le triangleera pas non plus constructible.

04

De plus,a etb jouant des roles symétriques, si un cougleh) convient (ou pas), il en est di
méme pour le coupld( a). b
L'ensemble cherché est donc symétrique par ragplardroite d’équatiog = x.

Par symétrie, on supprime donc la zone 4.

Nous continuons de procéder par essais mais il estudifficile d’enlever des zones
complétes.
Nous utilisons alors Géogébra pour nous faire dée de I'ensemble cherché.
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Pour cela, nous faisons changer de couleur le

lH/HLHl ;;ms"g"ﬁgm@m w2 %] me . POINtM en fonction de la constructibilité ou pa

L M- e du triangle.
)

D

La probabilité cherchée est égale au rapport

Alre restante iy bien%1 comme

o EURETN . Aire totale du carré

Vert [0.4902

=: | conjecturé.

Elconssos

SR 1

[rea -] =]

Calque: [0 v/

©eee2leleeeeT0000E

InfoBulle: | Automatique |

[7] Sélectionnable

Localisation

Détermination algébrique de I'ensemble cherché

Nous décidons de séparer les caga olb et oua < b afin de savoir lequel des deux correspond a mak)et a min4; b).

1%" cas : celui olp > a (on travaille dans la zone supérieure gauche dé)ca

. 1 1
X=min(a, b) <= a<=
@ b) 5 5
_ . 1 . 1
Les conditions de constructibilite Y = max@,b) — min@,b) <3 s'écrivent alor b- a<s
1 1
z=1 - maxgb) <= 1-b<=
é.,b) > >

On cherche les points dont les coordonnées vérifsrtrois inéquations.

a<=

ouy b<a+s

a <% : on ne conserve que les points du carré dongdiabe est strictement @

inférieure a% soit les points situés a gauche de la droiteudignx = %

b >% : on ne conserve que les points du carré dorddianée est strictement

inférieure a% soit les points situés au dessus de la droitgudiony = %

b<a +% : on introduit la droite d’équation=x + % et on ne conserve que les
points situés sous cette droite.

Les points a 'intersection des trois zones samplgints cherchés (pobr> a).
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2°™cas : celui o >b )

1

On utilise la symétrie observée précédemment ebtient finalement la zone dessinée ci-
contre qui permet d'affirmer que, dans la découpans dépendance », la probabilité "

cherchée est C% o

Reste en effet les équivalences du départ a déemontr

Interprétation géométrique et détermination de faljabilité dans le cas de la découpe naturelle gcagépendance »
On essaye de procéder par analogie avec la predéémarche en repartant de la condition de congiilitét

Paramétrage de la découpe

On choisit au hasard un réetle [0 ; 1] pour paramétrer le
premier endroit de coupe. T 1-a

Ainsi x = a et il reste un bout de spaghetti de longueurw'il
faut couper au hasard.

b(1 —
On choisit au hasard un réetle [0 ; 1] (par eb = 0,8=80 %) (=9
et prendra la longueyrégale a 80 % de la; soity =b (1 —a).
Enfinz=1-a-b (1 -a)=(1-b)(1 -a).
X=a
Apres avoir choisi aléatoirement deux réektb dans [0 ; 1], onay=b (1 -a) et le triangle est constructible si et
z=(1-b)(1-a)
1 1
a<= a<=
2 2
1 1 1 1
seulement b <§ "1-a , soit, aprés transformation d'écritue P <§ "1-a
1 1 1
— —a) <= >1—.
(1b)(1a2 b121—a

Interprétation géométrique

Nous reprenons l'interprétation géométrique du finole effectuée précédemment et nous cherchonsitacamstituée du carré

de c6té 1 constituée de I'ensemble des coupleb)(qui correspondent & un triangle constructible.
b

a <% : on ne conserve que les points du carré dorgdiabe est strictement inférieurg a

soit les points situés a gauche de la droite d‘n’mma:% . o

b <% 1 1 3 : on ne conserve que les points du carré situéessous de la courbe de la ;
fonction définie paf(x) =% . —=— .
2 1-x o8
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La probabilité cherchée est donc le rap

defini par les courbes {C(C,) et les droites d’équation= 0 etx =§.

: on ne conserve que les points du carré situéessus de la courbe de la fonction définiegfgr=1 — >

~aAire restante

FAire totale du carré
1

Sur [0 ;%], (Cy) est au dessus dedjGf(x) = 9(x)), donc

1
Aire () = fﬁ (F(X) —g(¥)) dx
0

(4)

(i1 1 1
_LZ(Z 1-x @ 2 1—x))dx
1
_ (i1
_jz(l—x ) dx
0
1
2

= —% +1n(2)~ 0,19

, Soit I'aire du domain€ du plan

1

La probabilité de pouvoir former un triangle damsés de la découpe « naturelle » est donc d2) —|r~g

Démonstration des équivalences laissées en attente

NI

x<Z

x<y+z 1

Premiére équivalencey:y <x+z <3 VY <§
Z<X+y

zZ<=

On procede par double implication

®)

Pour I'implication gauche/droite, deux métesaont trouvées (6)

Méthode 1 :

x+ty+z=1= y+z=1-x

Méthode 2 :

x<y+tz
=>X<x+y+z

Or:ix<y+z =S x<lcam+y+z=1
=>x<1-x <t
=Xx<1 2
1
= x <=
T2
Pour I'implication droite/gauche, plusieurs méth®dent aussi trouvées : (7)
Méthode 1 : Méthode 2 : Méthode 3 :
x+y+z=1= y+z=1-x <10r ty+z=l= v=1l-x—z On remarque que les implications da
Orx < 1 Sy 1 y 2 Xy y o les méthodes de démonstration de
rx=s5 75 Donc 1 —r —z< limplication gauche/droite sont des
1 2 équivalences.

Doncy+z>§>x

Doncx <y+z

Doan+z>%>y
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Deuxieme équivalence

Etant donnés trois réels strictement positifg etz,
x<y+z
il est possible de construire un triangle donfdegjueurs des cotés somty etz si et seulement siy <x+z
Z<X+y

Pour I'implication gauche/droite, on utilise I'iné@lgé triangulaire.
Pour I'implication droite/gauche, en supposant gseit le plus grand des trois réels, construisonsagmentAB] de
longueurx puis des cercles de cenketB et de rayons respectijetz

X <y +zdonc les cercles sont sécants et le trianglecestiauctible. <

On reprend ce raisonnement dans le cagaiz sont les plus grands des trois.

Conclusion:

La probabilité de pouvoir former un triangle dépeleda maniere de découper le spaghetti.

Avec la maniére que nous avons appelée « naturefteui induit une dépendance entre les pointodee,
la probabilité est de In(2§% =0,19.

Avec la maniére « sans dépendance », elle e%t de (8)

Notes de I’édition

(1) On considere que I'on découpe un spaghetti en trois morceaux, de maniéere aléatoire. Le protocole expérimental de
découpage n'étant pas explicité, on peut imaginer différentes maniéres de procéder en faisant intervenir le hasard.
C'est ainsi que les éleves vont étudier par la suite deux protocoles différents.

(2) Imanque le cas ou x = y+z. Le triangle obtenu est alors un triangle aplati, cas que les éleves excluent pour la suite.

(3) Les éleves calculent a l'aide de leur simulation une fréquence, la fréquence de triangles constructibles sur 66535
découpages. Par la loi des grands nombres, elle est proche de la probabilité cherchée.

(4) Ce passage nécessite de connaitre le calcul intégral, ainsi que la fonction logarithme népérien, vus en classe de
terminale.

(5) Cette équivalence n'est exacte que sous I'hypothése faite en début d'étude (et non rappelée ici), que la longueur du
spaghetti est égale a 1, soit x+y+z=1.

(6) Comme x, y et z jouent un réle symétrique, on en déduit de méme les autres inégalités y<1/2 et z<1/2.
(7) Comme x, y et z jouent un réle symétrique, on en déduit de méme les autres inégalités.

(8) On rappelle que la découpe du spaghetti se fait aléatoirement.
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