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autant que possible signalés par nos relecteurs dans les notes d'édition.
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Présentation du sujet

Les routes de la planete MATh.en.JEAN'S sont en forme de dents de scie. Quelle forme doit-on donner
aux roues des vélos de cette planete pour que le cycliste ne se rende pas compte de ce probleme ?
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Reésultats obtenus

La compréhension qu'il y avait un probléme dans leurs résultats. Ce sujet a été repris cette année par les
¢léves pour corriger leur probléme. (@0}

Valorisations des travaux

Présentations au Forum des mathématiques d'Aix-en-Provence (8 et 9 janvier 2015)

Présentations au Forum des mathématiques vivantes a Marseille (20 mars 2015)

Participation au congres MATh.en.JEANS d'Avignon (26-27-28 mars 2015)

Participation au congrés MATh.en.JEANS de Vienne (12-13-14 mars 2015)

Présentations lors du « Forum of the math research projects » a Cluj-Napoca (mars 2015)

Présentations lors du « Math Youth Forum » a Cluj-Napoca (mai 2015)

Présentations lors du salon de la culture et des jeux mathématiques a Paris et quatriéme prix au concours
André¢ Parent (juin 2015)
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Texte de l'article

Sujet :
Les routes de la planéte MATh.en.JEAN'S sont en forme de dents de scie. Quelle forme doit-on donner
aux roues des vélos de cette planéte pour que le cycliste ne se rende pas compte de ce probleme ?
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I. Idée de Benjamin

Apres quelques essais au tableau ou sur Geogebra, Benjamin a fait la remarque suivante qui nous a
débloqués.

Quand l'axe de la roue va de B, a B3, la roue aura fait un tour (2). Du coup quand 1'axe est en B, (le milieu
de [BBs]) elle aura fait un demi tour. Nous avons ainsi deux rayons de la roue (celui a 0° et celui a 180°),
voir illustration 1. ()]

i : Rayons de la roue de vélo
Position de I'axe de la roue Y

B, B B,

Relief de la route
A, Ay

lllustration 1: trois positions de la roue et les rayons correspondants
Si nous poursuivons ce type de raisonnement, nous obtenons les rayons a 90° et a 270°, puis peu a peu la
forme de la roue (illustrations 2 et 3).
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g . Rayons de la roue de vélo
Position de I'axe de la roue Y

B, Bg E.’Z B, Hs

AE
b

[T}
LLLJ

A2 0 A Al

Relief de la route

[T}
LLL

AT
J

lllustration 2: cing positions de la roue et les rayons correspondants

Position de I'axe de la roue Rayons de:lareuc devela
B, B, B, 8, Bs
* / =
G- e
| N |
oo\
2 |
/ \ -
/ N\
/ : N
Relief de la route N
/ \
A AN
R
Hllustration 3: plusieurs positions de la roue avec les rayons correspondants
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I1. Forme de roue et son équation

A partir de l'idée de Benjamin, nous avons exprimé le rayon de la roue en fonction de la position de son
axe.

_:rc—s x+10 S x—2 (illustration 4) “4)

-7

Pour x < m, BA=8—%x etpourx > 1, BA=8—

Position de I'axe de la roue

By T B B, B,
° °

¢
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

0 L 2m

lllustration 4. détermination du rayon de la roue BA en
fonction de x=BB,

11 faut aussi savoir que quand B aura parcouru 21r, la roue aura fait un tour (27), donc pour x=B, B nous
avons un angle de roue de x radian.

L'équation en polaire de la roue est (x) :8—%35 six<Tt et p (x) =%x—2 si x > Tt (illustration 5)
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Position de I'axe de la roue Forme de la roue de vélo

B, T g B, B

Hllustration 5: relief et forme de la roue correspondante

II1. Autres formes de roues

Plus la dent de scie est petite, plus la roue ressemble a un cercle. Normal car alors la route est presque
plate (illustration 6).

Forme de la roue de vélo Forme de la roue de vélo Forme de la roue de vélo

Position de I'axe de la roue e s '| Position de I'axe de la roue -‘ Position de I'axe de Ia roue

S
/

[ |

( el i

g al - [ il / /
4 i 2o i /| i
, e \\ il s \ v

1 // Relief de la route \\\ // A i/ 1/ Relief de la route \// \

lllustration 6 : évolution de la forme de la roue en fonction de la hauteur de la dent

Quand nous modifions l'abscisse de la pointe de la dent, nous obtenons les roues suivantes (illustration

Forme de la roue de vélo Forme de la roue de vélo Forme de la roue de vélo
g Position de I'axe de la roue Bl Position de I'axe de la roue . Position de I'axe de Ia roue

_ \\ | /

o

Hllustration 7 : évolution de la forme de la roue en fonction de l'abscisse du sommet de la dent

IV. Probléme de Turin

Lors de notre séminaire a Turin, nos collégues du lycée Jean Giono nous ont fait remarquer que nos roues
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roulaient AVEC GLISSEMENT. C'est-a-dire que le périmétre d'une roue était supérieur a la longueur de
la route.

Par exemple, si on reprend la situation de I'illustration 5.
La longueur de la route (sur une période) est 2\/ T +25=~11,81
La périmetre de la roue est 36,07 (calculé avec l'aide du logiciel Geogebra)

Nous ne pouvons que jouer sur la position de 1'axe de la roue. Comment faire pour que les deux valeurs
correspondent ?
Comment calculer le périmétre d'une roue ?

Apres discussion avec nos enseignants, ils nous ont proposés une maniére de calculer le périmetre de la
roue (voir annexe 1).

Nous avons le périmétre de la roue P(h,1)=2XnaXh—nXx! et la longueur de la route (sur une période)
L(1)=2x1 i +1 )

Pour résoudre le probléme de Turin, il faut trouver /4 et / pour que les deux formules soient égales.

Nous allons trouver / en fonction de /.

2 2
P(h,1)=L(l)s2nh—nl=2\Vx"+P & 2nh=2x+/+nl o h="T ¥ +§
Exemple pour /-1, il faudra prendre =1y ]
xemple pour /=1, il faudra prendre /1 =——F—+—

En faisant fonctionner notre précédent modele sur geogebra ou sur les maquettes, nous nous sommes
rendus compte d'un deuxiéme probléme.

\

m »1))
\\\

\

Hlustration 8: trace du roulement de la cardioide

Si l'on regarde la trace du point le plus bas, nous obtenons bien la dent de scie mais ce point n'est pas
forcément le point de contact de la roue avec la route (illustrations 8§ et 9)

\~
\.. -‘/

Hllustration 9: trace du point a l'aplomb de l'axe

Actuellement nous n'avons pas trop d'idées pour résoudre ce nouveau probléme. Toutefois en faisant
tourner la roue d'un tour sur plusieurs dents il semblerait que ce probléme anguleux soit atténué.
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)
y n;l +é a du sens que si 2>/

Les éléves de Turin signalent aussi que la fonction 4(7)=

s 2

~2,59

-4

Vérification graphiquement (illustration 10)

2.6
2.4 4

2.2 4

0.8 // y = l
0.6 1
0.4 4 e

024

2.59
Hllustration 10: graphique de h en fonction de [

V. Les roues sur plusieurs dents.

Lors du congrés MATh.en.JEANS a Avignon, un de nos chercheurs nous a montrés la forme d'une roue
pour 4 dents et il semblerait qu'augmenter le nombre de dents sur une période de roue atténue de
nombreux problémes.

Justement les turinoises ont eu des idées sur des roues a plusieurs dents.

La roue a différentes formes selon le nombre de dents que I'on mettra entre 0 et 27t (illustration 11). Le
probléme que la roue « mord » la route semble se résoudre sur nos premiers travaux (illustration 12), mais
comme nos collegues de Briancon, il faut déterminer / en fonction de /, pour que le périmetre de la roue
corresponde a la longueur de la route.

Ce probléme est dur a se mettre sous la dent mais nous espérons pouvoir vous présenter notre solution a

Paris.
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Pour une période de 2 dents. Pour une période de 3 dents. PoLir he priode de. 4 dents. Pour une période de 8 dents.

lllustration 11 : formes des roues en fonctions du nombre de dents

T

Hllustration 12 : roue a 4 dents qui semble rouler sans mordre la route

IV Les roues ! Pour une période de 4 dents.

Voici donc notre probleme :
Sur une longueur de 21t nous avons n dents identiques de hauteur 1. ©6)

VI. Etude des éléves roumains.

Les ¢éleves de Cluj sont d'abord partis sur une autre idée. Si on prend une roue circulaire, on constate que
son centre varie trés peu. Plus le rayon est grand, moins il y aura de variations (illustration 13).

Trajectoire de I'axe pour un rayon de 2 /

Hllustration 13: trajectoires de l'axe d'une roue circulaire pour deux rayons

Puis nous sommes parti sur 1'idée de roue dentée (engrenage). Nos premiers essais, a 6 dents, nous ont
conduit au méme type de trajectoire de I'axe (illustration 14).
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Hllustration 14: trajectoire de l'axe d'une roue a 6 dents

Nous avons pris le probléme dans 'autre sens en faisant rouler une roue carrée par exemple et en
regardant la forme de la route que nous obtenions.

Quand on fait rouler un carré il y a deux vitesses a tenir compte. La vitesse de déplacement de son centre
et sa vitesse de rotation. Selon comment est I'une par rapport a l'autre , la roue va patiner ou glisser.
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Vitesse horizontale 1m/s et vitesse de rotation 60°/s

Vitesse horizontale 1m/s et vitesse de rotation 90°/s

Dans tous les cas, nous n'arrivons pas a obtenir des routes en dents de scie.
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Annexe I.
La roue de vélo
Calcul du périmetre de la roue

Figure A-1 : longueur d'un arc de cercle

11 faut savoir que la longueur d'un arc de cercle de rayon R et d'angle 6 (en radian) est RO (figure A-1)

L'équation polaire de la demi roue est r(x)=# —ITX si x<1 (figure A-2)
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Figure A-2 : schéma pour expliquer les parametres h et [

T
Nous divisons I'angle 1t en 7 angles identiques @ 7, (on prendra n grand par la suite).

Nous pouvons considérer que 'arc de roue d'angle 1t/n est proche de 1'arc de cercle (figure A-3) (7)

n—1
e i i
A n A
o)

Figure A-3 : approximation de la demie-roue par des arcs de cercles
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Si nous faisons la somme de ces n arcs de cercles, nous obtenons :

r(O)X£+r ZixZyr 2r xZ4 1 M xZ = r(0)+r Zlsr 2r +..+r (n—1)z xZ
n n| n n n n n n n n
Ce qui donne h+h—l—n+h—2—“l+...+h—M xT=2 nh—i—2—1—3—1+ ...... +(n_1>l
nmw nw nw n on n n h n
 pp-L (142434 4(n-1)||=Z| a1 DD ) 2l (a2l z(n= L)
n n n n 2 n 2 2n
Puis on multiplie par 2 pour avoir une approximation de la totalité du périmetre de la roue
- —1)I
2n h—M Quand # est grand alors M est proche de m/.
n
h—1 h
Figure A-4 : valeurs caractéristiques de la cardioide
Conclusion : le périmétre de la roue (cardioide) est 2nh-n/ (figure A-4)
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Notes d'édition

(1) Les ¢leves se sont rendus compte d'une erreur dans leurs résultats aprés avoir rédigé cet article.
Cependant, certains résultats restent justes et les problémes rencontrés sont en eux méme des résultats,
nous avons donc décidé de publier cet article. Ainsi, les €léves ont étudi¢ plusieurs formes de roues et
montré que les roues circulaires ne fonctionnent pas mais si I'on augmente le rayon la perturbation
diminue. De plus, si I'on souhaite que le point de la roue en contact avec la route soit a la verticale du
centre de la roue, que la roue fasse un tour par période de la route et que le glissement ne soit pas
autoris¢, alors il y a contradiction, cela ne fonctionne pas.

(2) Ce n'est pas toujours vrai (voir par exemple les roues de la figure 11). Il aurait peut-étre été plus
judicieux d'en faire une hypothése :
"Si quand 1'axe de la roue va de B1 a B3, la roue fait un tour complet, alors..."

(3) Cette construction n'est pas juste, comme expliqué dans la partie 4. L'une des raisons est que le centre
de la roue n'est pas toujours situé a la verticale du point de contact, comme supposé ici.

(4) Les variables utilisées mériteraient d'étre définies. Ici x désigne I'abscisse de I'axe de la roue, BA le
rayon de la roue (qui sera plus loin désigné par r(x)) et A1A3 la distance entre deux points les plus bas
sur la route consécutifs. A1A3 est fixé a 2m.

(5) On a le méme probléme que précédemment, h et |1 ne sont définis que dans la figure A-2 en annexe. Si
on considere que les points les plus bas de la route sont d'ordonnée 0 alors h désigne 1'ordonnée du centre
de la roue et 1 'ordonnée des points les plus hauts de la route. De plus la formule donnée est fausse (voir
la note 7 ci-dessous).

(6) Ce qui est décrit ne semble pas €tre un probléme (aucune question n'est posée, aucune réponse
demandée) mais plutdt une nouvelle configuration, un nouveau modéle.

(7) L'arc de la roue n'est pas suffisamment bien approchée par I'arc de cercle. La formule obtenue n'est
donc pas la bonne. Pour les curieux, la roue semble étre une_spirale d'Archimede.
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Spirale_d'Archim%C3%A8de

