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Prenons deux polygones A et B dans le plan.
On veut découper A en plusieurs petits
polygones, et recoller ces petits polygones pour
obtenir B. On comprend facilement qu'il est
nécessaire que A et B aient la méme aire. On
utilise ainsi cette méthode de découpage pour
démontrer le théoréme de Pythagore.

La question qui se pose est de savoir si,
étant donné deux polygones de méme aire, on
peut toujours passer de l'un a lautre par
découpage et recollement, et si oui, comment ?
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1) Introduction

Prenons un exemple simple: un
rectangle de douze unités de longueur et de
deux unités de largeur ( fig.1). |l peut étre
découpé en deux rectangles de six unités de
longueur et de deux unités de largeur que l'on
colle afin d'obtenir un rectangle de six unités de
longueur et de quatre unités de largeur.

(fig.1)
On a de fagon assez simple découpé un
rectangle pour obtenir un rectangle de
dimensions différentes et de méme aire.

2) Comment découper un triangle pour
obtenir un rectangle de méme aire?

Pour réaliser le découpage, on doit
d'abord tracer la droite qui passe par le
milieu de deux des cb6tés du triangle puis
tracer la hauteur issue du sommet opposé
au dernier c6té du triangle.

Cette hauteur intersecte [A'C] en D et les
triangles A'BD et C'BD sont rectangles en D.

On trace ensuite le symétrique du triangle
A'BD par la symétrie de centre A'. Comme A'
est le milieu de [BC], C est le symétrique de
B. Le symétrique de D est noté F et par
proprieté de la symétrie centrale, l'angle

A'FC est droit. On trace de méme le
symétrique du triangle C'BD par la symétrie
de centre C'. Le symétrique de D est noté E
etlangle C'EA estluiaussidroit.

Les points F, A, D, C', et E sont alignés,
les droites (EF) et (CA) sont paralléles, donc
le quadrilatere CFEA est un rectangle.
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3) Comment découper un rectangle pour
obtenir un carré de méme aire?

Tout d'abord, on considére un rectangle de

longueur a et de largeur b (d'aire ab).

Pour obtenir un carré de méme aire que le

rectangle , il faut savoir tracer la longueur
Vab connaissant les longueurs a et b.

Dans un rectangle ABCD tel que AB=a et AD=Db,
on trace la demi-droite [BA) et on place le point
D' tel que AD'=AD.
Plagons ensuite le point F milieu de [BD].
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Tracons ensuite le cercle de diamétre [BD'] et
de centre F, l'intersection de ce cercle avec la
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perpendiculaire a (AB) passant par D est le
point G tel que le segment AG= Vab . 1)

Il reste a placer le point E et le carré ANEG a
alors pour aire ab.
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Une fois que l'on a ce carré d'aire ab , on le
superpose sur le rectangle d'origine d'aire ab
de facon a avoir un sommet quelconque du
carré sur un sommet du rectangle et les droites
du cbté de ce sommet se superposant. Nous
tracons ensuite le segment [GB].

G E

Ceci forme sur ce schéma les triangles HCB
et INB que l'on découpe. On remplace
ensuite le triangle GDH par le triangle INB
ainsi que le triangle GIE par le triangle HBC.
On a obtenu une méthode pour découper un
rectangle quelconque d'aire ab en un carré
d'aire ab. (2)

4) Théoreme de Pythagore 3

Considérons deux carrés d'aires différentes
ADCB et EFGC mis cbte a cbte. Placons
ensuite le point | sur le segment [BG] tel que
BI=CG.

Les triangles ABI et FGI sont isométriques
. . N T
puisque ils possédent un angle de o> et
ont les cétes adjacents a cet angle qui sont
de méme de mesure:
— FG=IB=a
— BC=b et IG=BG-BIl=(b-a)+a=b

Soit J le translaté du point F par la
translation de vecteur |A | le quadrilatére
AJFI est alors un parallélogramme. De plus
FI=IA donc le parallélogramme AJFI est un
losange.

Et pour finir ( GF; Gl )= 1 dou
2

O+ux=1—
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d'ou AJFI est un carré.

5) Récurrence

Soit P(n) la propriété :
Tout polygone de n cotés et d'aire a peut se
découper pour obtenir un carré d'aire a

Initialisation :
Pour n=3, on sait découper un triangle en un

rectangle de méme aire et on sait découper un
rectangle en un carré de méme aire.

=

On a par la méme occasion montré que la
propriété était vraie pour n=4 donc P(3) et P(4)
sont vraies

Hérédité :

Supposons la propriété P(n) vraie a un rang
n donné (n > 2) et considérons un polygone
de n+1 cotés.

Un polygone de n+1 cotés peut étre
découpé en un polygone de n cbtés et un
triangle. (4)

On peut alors en utilisant I'hypothese de
récurrence découper le polygone de n cotés
en carré et le triangle aussi. Nous nous
retrouvons alors dans la situation suivante :

/
[

Or grace a notre démonstration du théoreme
de Pythagore, on peut découper ces deux
carrés pour obtenir un carré d'aire a. Donc
P(n+1) est vraie.

®)
Conclusion : T
D’aprés l'axiome de récurrence, tout
polygone peut se découper en un carré de
méme aire.
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6) Conclusion

Dans le cas général on cherche a
découper un polygone P; de p; cbtés en un
polygone P, de p, c6tés tous deux de méme
aire.

Tout d'abord il faut découper le polygone
P, et le polygone P, de facon a les ramener
sur le carré C de méme aire.

Ensuite pour réaliser le découpage de
P: a P, (et inversement) on pose le découpage

de P; et le découpage de P, sur C et on coupe
chagque découpage selon les traits de
découpages de l'autre et le tour est joué.

Notes de I'édition

(1) L'argument justifiant que AG est bien la
longueur du c6té du carré cherché n'est pas
donné. Mais une petite recherche devrait
permettre a chacun de retrouver cet argument
(aide : déterminer les longueurs AF et AG puis
appliquer Pythagore dans AFG).

(2) Pour que la démonstration soit compléte, il
faut expliquer pourquoi les triangles que l'on
remplace sont bien identiques (GEl identique a
HCB et GDH identique a INB). (indice : on peut
déduire que (DN) est parallele a (GB) grace a la
réciproque du théoréme de Thalés (et sans
s'embrouiller dans les calculs avec les racines
carrées)).

(3) Cette section s'appelle ainsi car dans la
démonstration qui suit (et en particulier dans la
figure en haut de la colonne 1 page 3), le carré
construit a partir des deux carrés de co6té aet b a
pour aire ¢ ou c est le troisiéme c6té du triangle
rectangle de coté a et b. Ainsi ce découpage est
une preuve du théoréme de Pythagore.

(4) Si le résultat est assez évident pour un
p_olygone convexe, il est un peu plus difficile pour
un polygone quelconque. L'article, sans le dire
vraiment, admet le résultat pour pouvoir
continuer la preuve.

(5) Dans l'initialisation, puis dans I’hérédité, le
découpage final du triangle pour obtenir le carré,
puis le découpage final du polygone a n cotés pour
obtenir le carré ne sont pas compléetement
explicités, mais on devine bien qu'il faudra
superposer les découpages successifs pour obtenir
le découpage final.
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