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Introduction

Une rumeur est une information qui se transmet
de fagcon non maitrisée.

Un propagateur est un porteur de la rumeur.

Un contaminé ou informé est une personne qui a
connaissance de la rumeur, & son tour elle
devient porteuse de la rumeur.

Nous nous sommes situés dans le cadre de la
propagation d’une rumeur dans une file d’attente
supposée de longueur infinie, c'est-a-dire que
nous avons représenté les personnes par des
points et la situation par une droite avec des
points réguliérement espacés.

Nous sommes restés dans le cas ou une personne
informée devenait de facon certaine propagatrice
a son tour.

1 - Propagation pépére

1.1 — Présentation du modéle

Lorsque la propagation se fait uniguement aupres
des voisins directs nous parlons de propagation
pépere, ou naturelle, elle est illustrée par la
figure ci-dessous.

0 Y 1
1 o 3
5 :::::: 5
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Figure 1 : propagation pépére

Sur la figure 1, I’étape est le nombre indiqué en
noir, & gauche. Le nombre de contaminés est le
nombre rouge noté a droite.

Ainsi a I’étape 0 une seule personne est informée
(croix bleue), a I’étape 1 le propagateur va
informer ses deux voisins (croix rouges) portant
ainsi a 3 le nombre d’informés. A I’étape 2 on
obtient 2 personnes informées en plus. Ainsi a
I’étape n nous avons donc 2n+1 personnes
informées.

On obtient ainsi un c6ne de propagation.

En fonction des éetapes dépendantes du temps,
nous nous sommes intéresses au nombre de
contaminés ainsi qu’a la vitesse de propagation
de la rumeur, obtenue en divisant le nombre de
contaminés par le nombre d’étapes.

1.2 — Vitesse

Nous notons C, le nombre de contaminés a
I’étape n et v, la vitesse de propagation de la
rumeur.

. C, 2n+1
Icionadonc, pour n>0, v, =—"= .
n n
En transformant I’écriture on a 2n+1:2+£,
n n

ce qui explique que la vitesse tend vers 2.
1 .

En effet plus n sera grand, plus — représentera
n

un petit nombre, et ainsi, en ajoutant 2, plus la
vitesse va se rapprocher de 2.

Cette modélisation pépere nous étant apparue
assez loin de la réalité, nous I’avons améliorée
en faisant déplacer le propagateur initial.
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2 — Propagation avec sauts et de sens imposé
2.1 — Présentation du modele

La figure 2 illustre ce qui se passe dans la
nouvelle situation.

Rien ne change pour les étapes 0 et 1, mais entre
les étapes 1 et 2 le propagateur se déplace, par
exemple de 6 unités sur cette figure, vers la
droite.

4 R R & 13

Figure 2 : Propagation avec un saut k = 6

On remarque qu’a I’étape 3 le propagateur a de
nouveau diffusé la rumeur, commencgant un
nouveau cone de propagation.

En effet, il contamine ses deux voisins plus celui
qu’il vient de cotoyer, cela n'empéchant pas pour
autant les voisins extrémes de la rumeur initiale
de continuer a propager celle ci. En tout nous
avons donc cing nouveaux informés, ce qui porte
le nombre de contaminés a 10.

A I'étape 4, le propagateur se déplace de nouveau
de six unités dans le méme sens, mais il ne
contamine pas Ses nouveaux Voisins a cette
étape.

Dans ce modéle on remarque que le
contaminateur initial fait deux choses : d'abord il
contamine, puis il se déplace.

On peut également constater qu'il n'y a que trois
nouveaux contaminés (les 3 croix rouges a cette
étape), seuls les voisins extrémes recevant la
rumeur ainsi qu'une personne a l'intersection des
deux cbnes de propagation.

On observe donc une certaine régularité : nous
avons 5 contaminés supplémentaires aux étapes
impaires alors que nous n'en avons que 3 aux
étapes paires, pour un saut de longueur 6.

En faisant d'autres essais nous avons trouvé des
formules pour comptabiliser le nombre de
contaminés selon la longueur du saut et le
numeéro de I'étape.

2.2 — Résultats expérimentaux

En se placant donc dans I'hypothese ou la
propagation se fait de facon pépere et ou le
porteur initial effectue des déplacements de

longueur imposée, appelés sauts, toujours dans
la méme direction, on note :

. k la longueur du saut, on notera :
saut k

. n le
notera : étape n

. F* le nombre de personnes
informées a I'étape n avec un saut k.

rang de I'étape, on

La figure 3 donne les résultats obtenus

expérimentalement.
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Figure 3 : Tableau des résultats obtenus

Par exemple : si le propagateur effectue un saut
de longueur 6, alors, apres la 9°™ étape, il y aura
34 personnes informées. Autrement dit: si
k=6etn=09 alorsF* =34,

2.3 — Analyse des resultats

A partir de ces résultats, nous avons essayé de
repérer et de determiner des formules

donnant F*, en fonction de k et de n.

Les premiers résultats pour un saut k allant de 0 a
3 sont imposeés par des contraintes concretes.
Pour k >3 les résultats F“ ont une certaine
irrégularité, jusqu'a un certain rang de début
d'une propagation réguliere dépendant de la
parit¢ de Kk, puisqu’il y a ou non un point
commun a [Iintersection de 2 co6nes de
propagation.

2.3.1 — Cas ou k est impair

2.3.1.1 — Rang de début de régularité
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Pour les autres valeurs de k nous avons d’abord
cherché a déterminer un rang n' a partir duquel
une régularité apparait dans I’évolution du
nombre F* (augmentation réguliére mais en

alternance de pair en pair ou d’impair en impair).

Suite a une observation du tableau précédent on
est amené a repérer les cases coloriées en rouge.
Les résultats sont regroupés en dessous :

k 5 E g 11 13 15 17
2¥1+1 2%3+1 24+ 2¥5+1 2%6+1 2%7+1 2%8+1

oo |

25 35 4.5 55 6,5 ] 35

e
P
b3 | =
R

2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 & 7

=

Figure 4 : Valeurs de début pour k impair

En nous appuyant sur ces observations, nous
proposons que cette valeur de n’ est, lorsque k
est un entier impair supérieur ou égal a 5:

-2

Ces observations ont été confirmées par les
résultats des simulations obtenues & l'aide du
programme. (1) Ce résultat est donc notre
conjecture de départ.

Le rang de début n' de régularité dans la
propagation a saut k est :

Pour k impair et k > 3

e[ X
n—E(Zj 1 (C,)

Par la suite, on s’intéresse a la valeur de F,
nombre que nous noterons a, . (2)

2.3.1.2 - Valeurs de début de régularité

Apres avoir noté les différentes valeurs de ay,
nous avons cherché a les decomposer en produit
de deux facteurs.

k 3 7 9 11 13 15 17,
n' 1 2z 3 4 5 6 #*
2 5] 10 14 21 2 36

i

Figure 5 : Décomposition de a, en produit

La recherche d'une formule donnant ay se fait en
deux temps.
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=

1,25 1,75 2,25 275 3,25 3,75 4,25

Figure 6 : Formule pour le second facteur

Nous avons alors remarqué que le second facteur

valait E(;j dés que k >3,
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Figure 7 : Formule pour le premier facteur

Le premier facteur du

o {k—n'si n' pair
s'écrit

produit
k —n'—1sin'impair

En repartant du tableau initial de données,
(figure 3) on a trouve que le premier facteur peut

encore s’écrire k — ZE(EJ .

k 5 7 9 11 13 15 17

E[EJ 1 1 2 2 3 ) 4
4

k
EE[ZJ 2 2 4 4 6 6 8

Premier : 2
3 5 2

facteur

Figure 8 : Nouvelle formule du premier facteur

Par conséquent, notre seconde conjecture a été
que la valeur a, est:

Pour k impair et k >3

Ao

2.3.1.3 - Ff selon ket la parité de n

Une fois obtenus le rang de début n” et la valeur

de début de régularit¢ a, F' s'obtient en

ajoutant & F*, une constante donnée, différente

selon que n est pair ou impair.
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On distingue alors deux écritures de F*a partir

de la valeur ax de début de régularité. Aprés une
série de tests sur des sauts k de différentes
valeurs, il a été remarqué pour chaque saut k une
régularité et une identité de I’augmentation de la

valeur F* d’étape paire en étape paire et d’étape
impaire en étape impaire (fleches en dessous).

@
7 i

. Fﬂkpﬂ

5 F21+1:3+(P—U}><7pour pz0

7 F:;lem"'(}?'—l)x?pour p=l

g Fzgpu:m"'@—l}xllpourpzl
11 F:};»,l:21+(p—2}><13p0urp22
13 FE];+1=21+(P—2}X15pourp32
B lej+1:36+(p—3]l><l?pour p=3

n pair{n=2p) nimpair{n=2p+1)
valeur de début 14 10
angmentation +11 +11
P =2 =1

10 47

Figure 9 : Obtention de F.’

Par exemple F, s’obtient par une augmentation

de 11 personnes, toutes les deux étapes. Cela
s’explique par le fait que le saut k s’effectue lors
des étapes paires (les étapes impaires étant celles
du deplacement du propagateur). Cette
augmentation se décompose ainsi : seulement 4
personnes de plus sont informées en n pair (il
s’agit de la propagation initiale lancée a I’étape 0
et non perturbée par les sauts). En revanche, lors
des étapes impaires, 7 personnes de plus sont
informées car la propagation initiale se poursuit
et le propagateur en déplacement informe 3
autres personnes.

Ansi :
sin=2p alors F’ =14 + (p-2) x 11
sin=2p+1alors F’ =10+ (p-1)x11

Il en est de méme pour les autres sauts k > 5:

% 7L
5 F21:5+(P—D><?pourpzl
7 F3;=5+(p—1)><9pourp2_='l
9 B2 =14+ (p- 2x1lpour p2 2
11 Fl =14+ (p-2)x13pour p 22
13 lei=2?+(3’—3)><15p0ur p=3
15 FE =27+(p-3)x17pour p23

Figure 10 : Formules F* pour k > 5

Ainsi, peut-on émettre les conjectures suivantes :

Valeurs de F¥
lorsque k est impairet k >3 (C,)

Kk FX

2p

4] +1

F=a -+ 2EG) + { p— E[E]}(k +2)

41+3 £ —a, {p _ E[Eﬂ(k +2)

K F)o

41 +1 Fr o =a, + [ o— E(Ej +1}(k +2)

Lk P ZE@ {p - E(Zﬂ(k +2)

2.3.2 — Formules dans le cas ou k est pair

2.3.2.1 — Rang de début de régularité

A partir du tableau initial des résultats

expérimentaux ou simulés

k 4 & 8 1012 14| 16 | 18
E(—] 2 3 4 5 & 7 8 9

' 1 2 3 4 5 6 7 8

Figure 11 : valeurs de début de régularité
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Face aux observations identiques a celles
proposées précédemment dans la section 2.3.1.1,
nous proposons comme valeur de départ:

R

Pour k impair et k > 3

e[ KY) :
n_E(Zj 1 (C)

2.3.2.2 — Valeur de début de régularité

Soit ax la valeur de début au rang n’, on obtient
de méme qu’en section2-3-1:

& 4 6 8 10 12 14 16 13
3 5 10 14 21 27 36
a
IXI[EX1[5=2 Ix2|1%3(2x3 gx4 | LLx4
E+1 5 7 9 11 12 15 17 19
E[EJ 1 1 2 2 3 3 4 4

Figure 12 : Décomposition de a,

Alors, on peut proposer comme valeur ayx de

début: a, = {k +1- ZE(KH X E[Kj
4 4

Pour k pair et k >3

o)

2.3.2.3- F/ selon le saut k et la parité

3
Pk

F;p =S4+(p-Nixbpour p=1

Fﬂﬁp =534+{p -l =8pour p=1

l:b(:l'Cﬁ“.-lh::,.I

Fp =14+ (p—-2)x10pour p= 2
10 FY =14+ (p—2)x12pour p=2

12 PPl =27+(p-3)x14pour p23

14 Fgl;f =27+ (p-Nxlépour p= 3

16 Fglg =44+ (p -4 =l8pour pz= 4

k Fﬂlr;wl

4 F;p,,l=3+(p—])><6pour r=1

6 Fzﬁpuzm"":}’—ljxgpourpzl

8 F:48p+1=m+(?—1)><10pour p=l
10 F21§+1:21+(P—2)><12p0ur pz2
1z lei+1=21+':p—2)><14pour pE2
14 By, =36+(p—3) x16pour p=3

16 Fp, =36+(p—3) x18pour p=3
Figure 15 : Formules F* pour k > 4

Ainsi, peut-on émettre les conjectures suivantes :

Valeurs de FX
lorsque k est pairet k >3 (C,)

k )
_ 6 41
Par exemple pour k=6 ona F_, szp = a, +2[_j+(p_z+1](k +2)(3)

. 7

41 +2 k

k

g 150 i pir (n=2p) n impair (n=2p + 1) sz B ak ’ |: p B E(Zj}(k " 2)
4 vedeur de déhut 5 10
5 angmenialion :8 :8 K
g £ 22 == k l:2p+1
2
a k k

4 sz+1:ak+ p—z+1 (k+2)

sin=2p alors F* =5+ (p-1)x8
sin=2p+1alors F? =10+ (p-1)x8

Il en est de méme pour les autres sauts k > 4:

442 | Ff=a.+ { p— E(%H(k +2) 4)

2.3.3 — Reconstruction du tableau de valeurs 5
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Nous avons alors cherché a reconstituer le
tableau de résultats sous la forme d’un tableur

2.3.3.1 — Synthese générale des conjectures

On considere le mode de propagation ou le
porteur initial de la rumeur se déplace d’un saut
de valeur k. Le nombre de personnes informées
de la rumeur est déterminé par k et I’étape n,

donnant ainsi un nombre F'de personnes

informées.

Pour les valeurs des sauts compris entre 0 et 3, le
nombre de personnes informées est établi par des
contraintes concretes en raison de I’irrégularité et
I’héteérogénéité des valeurs.

o Le rang de début n' de regularité
dans la propagation a saut k est:

o

Pour la propagation a saut k impair, k >3
o La valeur de début de régularité,
noté a, s’écrit :

o)

o La valeur du nombre de personnes
informées F selon le saut k et I’étape n

s’écrit :
Si k=4l+1,pour >0

sz_ak+2xE( j { ( H x (k +2) si n pair
F.=a { ( j } (k +2) si nimpair

Si k=41+3,pour | >1
F =a, j{p_ E(iﬂx(k +2)si n pair

Fon =a, +k—2x E(Zj {p— E[Zﬂx(k +2) si nimpair

Pour la propagation a saut k pair k >3

o La valeur ax de début de régularité
senote: a, = k+1—2E(Kj X E[Kj

4 4
J F* déterminé selon le saut k et

I’étape n a pour valeurs :
Si k=4l,pour|>1

R =a, +2x E[Z}{p—E(Z}rl}x(kJﬂ) sinpair(s)
Frp = aﬁ{p E(k) }x(k+2) sinimpair

Sinon, si k=4l +2, pour 1 >1

FS =a, _{p—EEZHX(k-%Z) si n pair

Fopa =8 +k+1- 2XE(Z) {p—E(ZHX(k+Z) si nimpair

2.3.3.2 — Reconstruction du tableau

Pour des contraintes edictées précédemment en
section 2.3, on imposera les valeurs pour les
sauts k compris entre 0 et 3 aprés les avoir
déterminés selon deux procédés. Pour k compris
entre 0 et 2, il faut appliquer les formules de
propagation pépére ; pour k = 3, on remarque
alternativement une augmentation de 2 et de 3:
il est alors établi que

pourp>1, F =5+5x(p-1)

etpourp>0, F}

n k

2pi1 =3 5% P,

3] 4 5 6) 7 8 9 10

wivlolulslwlvielo
©
©
©

©
=
©
=
©
=
©

100 21 21| 21
1 23 23| 23
12f 25 25 25
13 27 271 27
14 29 29| 29
15 31| 31| 31
16 33| 33| 33

"I.:igure 16 : Remplissage des premiéeres colonnes

Pour continuer a remplir le tableau il est
nécessaire d’imposer aussi les valeurs précédant
ax ainsi que a.

On constate que tous les debuts de propagation
sont semblables jusqu’a la premiére rencontre de
deux cbnes de propagation qui se situe au

niveau n', d’ot pour k'>k, F¥ =F* pour toute
valeur de n’.

Ainsi, avec les formules des valeurs ax en k pair
ou impair et selon la valeur de I’étape de début
n’, on obtient le tableau suivant. On fera une
recopie horizontale a partir des premiéres
cellules déterminées par les formules (cases

colorées en rouge foncé).
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Dans le tableau initial des résultats on a relevé
les résultats suivants :

=
=ummamuHL:

,_
B
[
£

S[GE[E[E [w|~|un|w|-

Figure 17 : Remplissage des débuts de colonnes

Enfin, l'ultime étape de construction exige
Iinsertion des formules de F selon la parité ou
I’imparité des sauts k et des étapes n en

effectuant un glissé vertical alternatif selon les
formules.

HEIE R R =

SlGRIGIEES |wlw|wlovlwlmlwlwlmlol™
"
=
"
=
=

Figure 18 : Remplissage du reste du tableau

Apres veérification, les résultats de I’exploitation
des conjectures sont cohérents avec le comptage
manuel effectué et le programme informatique :
nous obtenons un tableau a I’identique du
tableau initial.

2.4 — Variantes (conjecture sur les relations
entre les ay)

En observant le tableau initial et en le
prolongeant avec les résultats précedents, en
particulier les cases en rouge, on est amené a
faire des observations nouvelles.

23| 26| 28| 32| 34| 36| 38| 41| 41| 42| 43| 44

e T T T Y N T Y S ] il

27| 31| 34| 37| 40| 43| 45| 47| 49 51| 52| 53

Figure 19 : Observations de résultats
particuliers
2.4.1 — Observations

n pair n impair
F,=F'+2 Fl=F+5
T F410 _ F38 14 F512 _ F410 47
F614 _ Fslz +6 F716 _ F614 49

Figure 20 : Observations initiales

2.4.2 — Conjectures (C,)

n pair n impair

pour n>3,
F"2 =F* +n+2

pour n> 2,
F2"2 =F2 +n

2.4.3 — Démonstrations

2.4.3.1 Cas ou n est pair

Dans le cas ou n est pair (n=2p) on a alors
2n+2 4p+2
Fo=F".

En se référant a la section 2.3.1 avec k =4p+2

et n pair, F™? =a, + [ p— E[%ﬂ x(k +2)

avec a, :{k +1—2E[Eﬂx E[E) or ici on a

k=4p+2, donc,

FiM2=a,,, + { p— E(L:Zﬂ@ p+2+2)

r E(4p4+ 2)2 p donC Fn2n+2 :a4p+2

or lorsque k est pair on a conjecturé que

e

8yp.2 = [4p +2+1- 25(4'04+ Zﬂx E(4p4+ 2)

8., =[4p+3-2p]x p=[2p+3]xp.
Donc F’"? =2p2+3p pour n=2p

Par ailleurs F” +n=F, . +2p.
On obtient de méme avec k=4p et

n—-1=2p-1 impair,
F* +n=a, +[p—1—§+1}<(k+2)+2p
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avec a, :[k+1—2EGHx EG] or ici on a

k =4p, donc,

FA+n=a,, +[p—1—47rp+1}(4p+2)+2p

d’ou F21+n—a4p +2p, or lorsque Kk est pair on

a conjecturé que a, :[k +1—2E(Eﬂx E(;j

o]

a,, =[4p+1-2p]xp=[2p+1xp=2p°+p
or Fl+n=a, +2p

d'otl F*} +n=2p2+3p.

En admettant comme vraie la conjecture donnant
a,, il est ainsi démontré que F>"** = F”} +n si
n>2.

De plus obtient-on ainsi une autre formule, bien
plus simple, de ax lorsque k est pair
Q4,2 =2P2+3p lorsque k=4p+2,

a,, =2p°+p lorsque k =4p.

2.4.3.1 Cas ou n est impair

Dans le cas ou n est impair (n=2p+1) on a

F 2n+2 — F 4p+4

2p+l
Ici n est impair, et k =4p+4 est un multiple de

4,d’ol F>"? =a, + { p- E(Ej +1}(k +2)

avec ak:[k+1—2EGHx EG] car k est

donc F*"? =2p2+5p+3

Par ailleurs F’}+n+2=F, "

n—1estpairetk=4p+2,

F'+n+2=a, {p—E[Eﬂ(mzpzpw

k+1—2E(Eﬂx E(Kj car k est
i 4 4

k=4p+2, donc,

4p+3—2E(4p+2ﬂxE(4p+2j
4 4

+[p—E(4p4+2H(4p+4)+2p+3
FX+n+2=[4p+3-2p|xp

+[p-pl4p+4)+2p+3
F+n+2=[2p+3]xp+2p+3

+2p+3,orici

avec a, =

pair :

FX+n+2=

donc F*} +n+2=2p2+5p+3

En admettant comme vraie la conjecture donnant
a, il est ainsi démontré que F>""? = F} +n+2
sin>2.

De plus obtient-on ainsi une autre formule, bien
plus simple, de ax lorsque k est pair :
2p?+5p+3 lorsque k =4p+4,

Appis =

ce qui est donne bien a,, =2p2+ p

a,,., =2p* +3p lorsque k =4p+2.

2.4.4 —Théoréme

On vient donc de démontrer le théoreme
suivant : (T) (sous réserve d’avoir démontré les
formules pour a, )

pair: k =4p+4, donc,

E22 _| 4p+4+1-2E Ap+4) | g 4p+4 n pair n impair

n 4 4 pour n> 2, pour n>3,
FX" =F”+n | F"* =F* +n+2

J{p— E(4p4+4j+1}(4p+4)
F2? =[4p+5-2(p+1)]x(p+1)

+[p-(p+1)+1f4p+4)
=[2p+3]x(p+1)

(6)

2n+2
Fn

3 — Propagation avec sauts de sens aléatoire

3.1 — Présentation du modéle

MATH.en.JEANS, année 2012-2013, Lycée St Joseph Bressuire



Aprés avoir étudié la propagation de rumeurs
pépere et la propagation de rumeurs sans hasard,
nous avons étudié comment une rumeur se
propage avec l'utilisation du hasard, c'est-a-dire
avec un saut de longueur fixe mais de sens
aléatoire.

3.1.1 — Intervention du hasard

Le principe de propagation est différent de celui
utilisé pour la propagation sans hasard. En effet,
le contaminateur initial se déplace, avec un
nombre de sauts, noté k, établi au départ, vers la
gauche ou bien vers la droite.

Pour savoir de quel coté le sujet contaminateur
se déplace, nous langons une piece de monnaie,
si elle tombe sur face, nous allons vers la droite
et si elle tombe sur pile, nous allons vers la
gauche. C'est ce principe qui nous permet
d'utiliser le hasard.

Nous avons ainsi réalisé un schéma simple pour
illustrer cette nouvelle regle.

3.1.2 — Mise en ceuvre

Apres avoir expliqué cette régle de propagation a
l'aide d'un schéma, nous avons realisé une
dizaine de simulations de sauts k que nous avons
répertoriées dans un tableau. Chaque simulation
de longueur k donnée est constituée de 15 étapes.
Nous avons regroupé, pour les observer, 10
simulations de sauts d’une méme longueur.

Dans le tableau ci-dessous, nous avons
comptabilisé le nombre de personnes
contaminées au fur et a mesure des étapes, donc
du temps, ainsi que le sens que nous avons
emprunté (c'est-a-dire si nous allions vers la
droite ou vers la gauche).

Ce décompte nous a permis de comparer les
résultats des simulations, le nombre de
contamines minimum, maximum, les différents
changements de resultats en fonction du saut
choisi ... Ce moyen de comptage est donc plus
pratiqgue qu'un simple schéma qui n'est pas
utilisable pour un nombre d'étapes et de
simulations importants.

;
2
B 7 > 3 7 S
3 o1 T T T T
4 10 1 3 3 3 3 3
. -‘-‘"‘*—-—_3. : 2 5 P 5 F 5 P 5 F 5 F
3 3 9 9 9 2] 9
[ 18 4 11 P 11 F 11 F 11 P 11 F
B et _ 5 |13 15 13 13 15
7 * 20 61 5| PJi7] Pl 5] Pfi1i5] F|iw]| P
8 e 4 7 17 19 17 17 19
e 8 |19 F |21 [ F 19 F 1| F|21[¢P
i = iz = 9 21 23 21 21 23
10 23 P 25 P 23 F 23 P 25 F
11 25 27 25 25 27
1 - 1 12 27 P 29 P 27 F 27 F 29 F
Figure 21 : Propagation avec sauts o 2 o 2 2
de longueur 6, de sens aléatoire I B S e B e

Nous avons symbolisé le déplacement du sujet
contaminateur par une fleche bleue, les
nouveaux contaminés par une croix rouge et les
anciens par une croix verte.

Nous avons ensuite comptabilisé le nombre de
contaminés a droite du schéma et inscrit le
numero de I'étape n & gauche.

Nous observons désormais l'utilisation du hasard
car, au lieu de déplacer le sujet contaminateur
toujours vers la droite ou toujours vers la gauche
ici, il va, grace a l'utilisation du hasard par la
piéce, a droite, puis a droite, a gauche et retourne
vers la droite.

Figure 22 : Tableau de 5 tests avec un sens de
propagation aléatoire ou k=4 et n=15

3.1.3 — Observation d’un exemple

Aprés la réalisation du schéma et du tableau,
nous avons reporte, comme exemple, les
résultats du 6"™ test dans un graphique ol n est
en abscisse. Le sens de lecture est différent
puisque lorsque le sujet se déplace vers la droite,
il se déplace sur le graphique dans les hombres
positifs alors que s'il se déplace vers la gauche, il
va vers les nombres négatifs.

Nous avons donc réalisé le tracé du sujet
contaminateur d'aprées les résultats obtenus au9
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6"°™ test dans le tableau. Ainsi, le sujet va deux
fois a droite, puis deux fois a gauche, deux fois a
droite et une fois a gauche. Son trajet est

représenté par le trait bleu.

A A

HEM KN KK

MM
W N M MMM N

AR
AR AL AH

e e R
330N B0 HE B0 N B B X K M MK MM
MMM MMM N N

b A R

EEE SRR RS

PRI I 3 e e
LR S b S e

B e e e e e

Figure 23 : Déplacement du contaminateur en
fonction des étapes avec k =4 etn =15

3.1.4 - Instants record

L'utilisation du graphique permet la mise en
évidence de nouveaux phénomenes. Nous
remarquons la présence de deux instants records.

Un instant record est le moment ou la
propagation pépere, représentée par un cone
constitué des points en vert sur fond rouge, est
dépassée par la propagation du sujet
contaminateur. Le cone de propagation est alors
élargi puisqu'il y a de nouveaux contaminés plus
loin (sur la droite dans ce cas).

Nous avons remarqué qu'au fur et a mesure du
temps, il y a de moins en moins d'instants
records.

3.2 — Utilisation des probabilités

Nous nous sommes alors intéressés aux
différents chemins possibles que le sujet
propagateur ou contaminateur initial peut

prendre.
3.2.1 — Nombre de chemins

On peut voir en rouge ci-dessous un chemin
possible, que peut prendre le propagateur initial,
parmi tous les chemins possibles en bleu.

Figure 24 : Arbre et nombre de chemins
possibles pour le propagateur initial

C’est le parcours étudieé précédemment. A
chaque fois que le contaminateur initial se trouve
a une étape paire, il peut aller soit a gauche, soit
a droite. A I'étape 2, il y a un chemin qui se
divise en deux, ces deux nouveaux chemins vont
a leur tour se diviser en deux pour porter le
nombre de chemins, a I'étape 4, a 4, et ainsi de
suite.

On peut trouver rapidement le nombre de
chemins  C, pour  toute  étape  n.
Lorsque n est pair le nombre de chemins est
doublé a la nouvelle étape.

Lorsque n est impair le nombre de chemins est
conservé, puisque dans ce cas le contaminateur
initial se déplace sur I’'un des chemins créés
précédemment.

Onaainsi C,=1,C,=2,C,=2,C, =4=2%
C,=C,=4, C,=2xC,=2xC, =2x2%*=2°
Par extension on conjecture C,, =2".

3.2.2 — Probabilités

Pour les étapes paires on pose n=2M . Pour les
probabilités, nous avons créés d'autres lignes
imaginaires, nommées G, afin de pouvoir repérer
ces probabilités.

10
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Figure 25 : Schéma pour le repérage
des probabilités dans I’arbre

En chaque point (M,G) la probabilité est notée
Pe -
Le propagateur initial part de facon certaine de
(0;0) donc pg =1.
Ensuite le chemin se sépare en deux avec une
chance sur deux, a I’étape 2, c'est-a-dire pour
M =1onadonc p; = p, =1/2.

A [Iétape 4, clest-a-dire pour M =2o0n a
p> = pJ =1/4 puisqu'il n'y a qu'un chemin qui
va en (2;0) ou en (2;2) sur les quatre qui menent
aM=2.

Pour (2;1), il y a deux chemins sur quatre qui y
vont donc p? =1/2, on retrouve ce résultat par

le calcul suivant :
pr =L e dopr Ll 22 11
Lo ™ T 272 272 4 4 2

. On peut verlfler ensuite pour la probabilité
darriver en (3;2) :

p-lapidapbd il L1123
P R T T8 a8 s s
sur le schema on vérifie qu’il y a bien 3 chemins

sur les 8 qui meénent a ce pomt
:
: ! 18

1/2

]

| \

| i -

: ! ~ 114 = !

I I e I

‘ | |
I | ]

I | ]

I |

Figure 26 : Visualisation des 3 chemins menant
au point (3;2)

Il reste a généraliser.

3.3 Vitesse de propagation de la rumeur :

Pour faciliter le travail d’observations des
résultats et pour obtenir des résultats avec des
plus grands nombres nous avons créés deux
algorithmes  permettant de simuler des
déplacements au hasard

3.3.1 — Algorithmes

Afin d’étudier I'influence des instants records
sur la vitesse de propagation de la rumeur, nous
avons créé deux algorithmes ci-dessous,

permettant de simuler des propagations en
faisant varier k.

11
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| 4
[

Figure 27 : Algorithmes permettant de simuler
des déplacements au hasard
du propagateur initial
(reporté agrandi en annexe) (7) et (8)
3.3.2 — Observation de résultats

Puis nous I’avons implanté sur ordinateur sous la
forme d’un programme et nous avons effectue
plusieurs simulations afin d’observer I’influence
des parametres.

Un exemple de schéma obtenu est donné ci-
dessous :

Graphique de Propagation (=8 | ID=41)

Figure 28 : Exemple de deplacement au hasard
simulé

A la suite de I’élaboration du programme, nous
avons simulé plusieurs propagations avec
différentes valeurs du parameétre k.

Afin de mieux analyser les résultats, nous avons
synthétisé les différents graphiques sous la forme
de nuages de points, avec en abscisse n, et en

ordonnée F*, comme sur la figure ci-dessous :

Nombre de contaminé = f(I'etape)

Mombre de contaming:

Figure 29 : F.X en fonction de n, selon plusieurs
valeurs de k

Nous avons observe que ces courbes semblaient
pouvoir étre approchées par des droites.

3.3.3 — Importance de la vitesse

Nous nous sommes intéressés a la vitesse de
propagation : v(n,k).

Le graphique ci-contre, traduit la vitesse de
propagation en fonction de n et pour certaines
valeurs de k.

Vitesse Moyenne = f(Etape)

0 20 a0 &0
Litape

100 10

Figure 30 : Vitesse de propagation
en fonction de n et de k

On remarque que plus k est grand, plus la
convergence est « lente ». Néanmoins, lorsque le
nombre d’étapes est faible, on remarque aussi un
pic avec une amplitude d’autant plus grande que
k est grand.

Ce résultat explique la modélisation de la courbe
du nombre de contaminés par une droite: la
vitesse de propagation converge rapidement vers
2 ce qui donne I’impression d’une droite.
Pourquoi ce phénomeéne se produit-il ?

12
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3.3.4 — Instants record

Lorsque le sujet contaminateur se déplace sur la
ligne et dépasse une borne de la propagation, on
appelle ce point, un instant record.

130 4

Instant Record

Instant Record

I I
Figure 31 : Obtention d’instants records

Sur la figure, on remarque que le sujet
contaminateur a dépassé une borne de la
propagation a 2 instants, il y a donc 2 instants
records. Ces instants sont a I’origine des trous
dans la propagation (bulle bleue).

Sur cet extrait de graphigque, on remarque qu’il y
a 4 déplacements dont 2 sont des instants
records. Statistiguement parlant, la fréquence
pour qu’un instant record apparaisse est tres forte
au début de la propagation : elle est méme slre
pour le premier déplacement des que k > 5. Plus
on avance dans la propagation, plus le nombre
d’étapes est grand, plus la fréquence d’un instant
record est faible.

Figure 32 : Répartition des instants records

Le graphique ci-dessus, illustre cette notion de
fréquence.

Au début de la propagation (& gauche du
graphique dans le cadre rouge) on remarque qu’il
y a beaucoup d’instants records: sur ce
graphique il y 12 instants records sur 36
déplacements, la fréquence d’apparition des
instants records dans le cadre rouge est environ
de 33 %.

Si on avance dans le graphique, on constate que
le sujet contaminateur se déplace dans le cone de

propagation, il n’y a pas d’instant record.
On remarque que d’autres instants records se
produisent au niveau du cadre orange: ily a7
instants records sur 70 déplacements soit une
fréquence locale de 10% (a I’intérieur du cadre
orange).

De maniere générale, il y a eu 20 instants records
sur 180 déplacements soit une fréquence de 11%
environ. On remarque bien que la fréquence
diminue au fur et a mesure que la propagation
avance.

Dans le cadre vert, il n’y a pas d’instants record :
le sujet contaminateur se déplace dans le cone de
propagation. Donc au final dans ce graphique, la
fréquence d’apparition d’un instant record est
d’environ seulement 2%.

Fréguence LR = i{Etape) - k=100 | ID=510

- I
Figure 33 - Fréquence d’apparition des instants

records en fonction de n

Dans le graphique on voit bien que cette
fréquence d’apparition f est assez élevée, avec,
f €[0,3;1]dans le cadre rouge qui se situe au
début de la propagation.

Plus la propagation avance, plus la fréquence
diminue: dans le cadre orangeon a
f €[0,1;0,3].

Dans le cadre vert on a seulement f < [0;0,1].

Fréquance des IR = f(etape)

Fréquance des in

Figure 34 : Fréquence d’apparition des instants
records en fonction de n 13
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Au final, on constate bien que la fréquence
d’apparition des instants record converge vers 0,
et donc qu’elle a de moins en moins d’influence
sur la vitesse de propagation.

3.3.5 - Instants records et sauts
Comment la fréquence d’apparition des instants

records est liée avec k et quel est son impact sur
la vitesse ?

Fréquance des IR = f(etape)

Fréquance ds Instants records

Etape

Figure 35 : Fréquence des instants record
et valeurs de k

Ce graphique ci-dessus est en lien direct avec un
précédent car il représente [I’évaluation des
instants records en fonction de n et de k. On voit
que plus k est grand, plus la fréquence est éleveée,
néanmoins on remargue aussi la convergence de
la fréquence vers 0.

Vitesse de propagation = fetape] - Fréguance LR = f{etape) - Ke6 | 1D = 360

[ -

(R ——

Figure 36 : Pour k — 6 corrélation entre vitesse
et fréquence

Ici on voit I’influence qu’ont les instants records
sur la vitesse de propagation: des de la
fréquence de leur apparition augmente, la vitesse
augmente, et lorsque celle-ci diminue, la vitesse
diminue.

Figure 37 : Nombre de contaminés en fonction
du nombre d’étapes

la vitesse de
la probabilité

On peut en conclure que
propagation est fonction de
d’apparition des instants records.

Vitesse = f(l'étape)

a8 B
* []
L =
3
it
B

1 p1 ] & & 10 120
etape

Figure 38 : Répartition des vitesses

Le graphique ci-dessus montre la répartition de
la vitesse au sein d’un échantillon. La courbe
rouge représente la moyenne de cet échantillon
encadré par +/- 2 écarts type e (courbes bleu clair
et verte). La courbe bleu foncé représente une
simulation

On constate que I’écart qu’il y a entre m+ 2e et
m—2e diminue au fil des étapes pour converger
vers 0.

En bleu est la courbe représentative d’une
simulation. On remarque que sa vitesse oscille
dans Iintervalle [m—2e;m+2e] pour se

rapprocher de la limite lorsque le nombre
d’étapes augmente.

14
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Fréquance IR = f(etape)

o
—simulation

W2t

130 Enspe

Figure 39 : Fréquence des instants records
et vitesse

Dans le graphique au dessus, on remarque que la
fréguence des instants records se répartit comme
la vitesse, ainsi qu’une convergence vers 0.

3.3.6 — Conclusion

Au final, la vitesse de propagation est fonction
de la fréquence d’apparition des instants records.
Ces derniers sont eux-mémes fonctions des
parameétres k et n. Ainsi donc, les parametres
influant sur la propagation d’une rumeur sur une
droite avec saut aléatoire sont la longueur du saut
k, et I’étape n ou on se situe.

On peut ainsi conclure que, quel que soit le sens
que le sujet contaminateur va suivre :

- au début il y a une forte probabilité d’aller au-
dela des contaminés par la rumeur pépére,
- mais a la fin, il ne pourra presque jamais se
déplacer au dela des contaminés par la
propagation pépere de la rumeur, car la
probabilité d’instants records devient nulle
lorsque le nombre d’étapes est tres grand.

Le meilleur moyen de contaminer le plus de gens
en trés peu de temps et d’avoir un ou plusieurs
sauts tres grands au debut, et ensuite de laisser la
rumeur pépere faire le reste.

Notes d’édition

(1) Il sagit d’'un programme qui a permis de réaliser
le tableau de la figure 3

(2) ay estlavaleur de début de régularité

(3) cette formule semble inexacte (par exemple non
vérifiée pour k = 4, et p = 4) ce serait plutoét :

F=a, + 2(;} +(p —%j(k +2)

(4) cette formule semble inexacte, ce serait plutot :
Frou =a +k+1-2x E(Ej{p - E(ZHX (k+2) sinimpair

. k
(5) erreur aussi dans la formule donnant sz

Il faut supprimer le terme (+1) a l'intérieur des
crochets.
(6) on est dans le cas k=4 p + 4 donc le terme
entre parenthéses (k+2) devient 4p + 6.
Le résultat final est exact.

Les notes (7) et (8) se rapportent aux algos des figures 27
reproduites en annexe pages 16 et 17

(7) Algo 1 figure 27 (annexe page 16)

ici, plus formellement, P et T ne sont pas des
tableaux mais des dictionnaires : ils associent a une
«clé» une «valeur». Un dictionnaire peut donc par
exemple fournir des valeurs pour les clés {1,2,7,9}
sans pour autant contenir de valeur associée a la clé
5. Dans un dictionnaire, les clés ne sont également
pas nécessairement des entiers, et peuvent par
exemple étre des mots. Par comparaison, un tableau
a une taille n, et fournit une valeur a chaque entier
compris entre 0 et n-1 (ou entre 1 et n dans certains
langages de programmation). De plus, la valeur d la
variable «nbre» affichée a la fin n'est pas initialisée.
Elle devrait valoir 1.

(b) il manque ici un fil d'exécution, pour décrire le
cas ou le test p['x']<p['g'] est faux. Dans ce cas, le
propagateur a bougé, mais se trouve a l'intérieur du
cone de propagation. L'exécution devrait donc
remplir les trous, puis rejoindre le reste des calculs
au niveau de la boite indiquée en (c).

d'aprés la propagation choisie, la propagation a
gauche devrait étre faite en nombres négatifs, et
donc il devrait plutét y avoir g = g-1 et p['g'] = p['g']-1
dans cette boite.

(8) Algo 2 figure 27 (annexe page 17)

les variables globales devraient plutot étre en
majuscule : T, D et G

et Attention, ici la fleche marquée (b1) ne

signifie pas qu'une nouvelle boucle décrite par la
boite (b2) est lancée, mais que I'exécution passe a
I'itération suivante de la boite (b2).

il manque un fil d'exécution apres avoir détruit le
trou t[p]. Une ligne devrait sortir de cette boite pour
rejoindre la fleche marquée (b1). 15
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Figure 27 : Algorithmes permettant de simuler des déplacements au hasard

du propagateur initial
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Figure 27 : Algorithmes permettant de simuler des déplacements au hasard du propagateur initial
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Nombre de contaminé = f(l'etape)

Nombre de contaminé

a 20 40 60 a0
I'étape

Figure 29 : Fn en fonction de n, selon plusieurs valeurs de k

MATH.en.JEANS, année 2012-2013, Lycée St Joseph Bressuire

100

120

*k=3
k=4
Ak=S
K k=6
XKk=T
®k=8
+ k=9
~k=10

18





