Cet article est rédigé par des éléves. Il peut comporter des oublis et en Compte : par exemp|e une fam|||e ComDOSée
imperfections, autant que possible signalés par nos relecteurs dans les . . . s e 2 ,
de jumeaux puis de triplés est différente d’une
famille composée de triplés puis de jumeaux.

notes d'édition.

D'abord nous allons chercher toutes Iles

Le Petit Poucet et ses freregépartitions possibles dans la famille de Poucet,

c’est-a-dire pour le cas de sept enfants :

Cet article est le résultat d’un travail mené dangoici le tableau récapitulant toutes les
le cadre d'un atelier MATh.en.JEANS par deaécompositions pour Sept naissanq6$:
éléves du Lycée Ernest Bichat de Lunéville

durant I'année scolaire 2012-2013. 1**®naissance| 2" naissance naissance
5 2

Liste des éleves : Philippe-Pierre ARNOULD; 4 3

Marion DUFOUR ; Kaoutar EL IDRISSI|[3 4

Sylvain LUCAS ; Pierre ROYER. 3 2
2 5

Professeurs : Genevieve BOUVART ; Christin 3 2

FABRY. 2 2 3

Chercheur : André STEF. Nous pouvons donc constater quil y a 7

o . possibilités  différentes de répartir les
L’histoire du Petit Poucet est connue de tousriaissances
PO“‘j‘et est le p'PS jeur.1e,' le s'ept.leme, le p,eﬂbus allons maintenant nous intéresser a
dernier de la famille. L’ainé avait dix ans tandlsd,autres nombres d’enfants

que Poucet m'en avait que sept. On pose n le nombre d’enfants.

« On s'étonnera que le bdcheron ait eu tark®S cas pour 1, 2 et 3 enfants ne sont pas
d’enfants en si peu de temps ; mais c'est que 8avisageables d'apres les contraintes posees par
femme allait vite en besogne, et nen faisait paPserrault . un enfant ne peut pas arriver seul et il

moins de deux & la fois. » Perrault, Le Petf @ nécessairement deux enfants d'ages
Poucet. différents.

Si nous considérons le cas de quatre enfants, il
Dans quel ordre la mere de Poucet a-t-eligexiste qu'une seule possibilité de répartition :
engendré Poucet et ses freres sachant qudsux naissances de jumeaux.
viennent au monde au moins avec un autre freg@ ce qui concerne cing enfants, nous nous
jumeau ? rendons compte que l'ordre des naissances
importe. En effet, il existe deux possibilités de
répartition : des tripléguis des jumeaux ou
alors des jumeaupuis des triplés.
Enfin, pour n=6, le nombre de possibilités de
répartitions atteint le nombre de quatre: des
Le conte nous impose donc deux conditionsiuadruplés puis des jumeaux (et inversement),
tous les enfants ne peuvent pas naitre d’'un sél§lux naissances de triplés, ou trois naissances
coup (4) et ils ne peuvent pas arriver seuls, Hle jumeaux.
faut quiil y en ait au moins deux a chaqu&ar abus de langage, nous utiliserons le mot
naissance. L'ordre des naissances est aussi [riR0rt€€ » pour désigner une naissance multiple.

Résultat(1): F, = U, +1 ou K est le n-ieme
terme de la suite de Fibonac@) et U, le
nombre de partitiong3) possibles d’enfants
d’'une famille comportant n enfants.
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Soit n le nombre d’enfants, Jle nombre de
. ) partitions possibles et J-U, la différence du
|. Une technique de denombrement nombre de partitions entre-1 etn enfants

Apres  avoir  effectué les  premieres T TsTel 7T 8T o7 10 1 13 13
décompositions, nous avons cherché une, 200 33 54 88 143

. . . , - Vi 5
technique qui nous permettrait de dénombrer | - I 5| 8] 13 2% 34 5%
naissances de maniere ordonnée et efficace, tout
en étant certains de n’en oublier aucune. .

L " , lIl . Vers des conjectures ?
Pour créer des partitions de deux portées, xin , .y
. , . Conjecture 1 des différences

commence par le nombre maximal d’enfants a

la premiére portée, c’est-a-dire (n-2), auquel . . .
.p . P . (, ) a 0B’apres ces valeurs (3eme ligne du tableau),
fait ensuite suivre le nombre d'enfants de la

.\ . : nous pouvons nous demander s’il y a un lien
deuxiéme portée pour obtenir une nouvelle . . .

" : T . entre celles-ci. Nous avons ainsi proposé une
partition. On continue ainsi a créer des

" - , remiere conjecture :
partitions en diminuant de 1 le nombre d enfan{%
. . s , . n+2 - Un+1]: [Un+1— Un] + [Un - le]
de la premiere portée, unité que I'on rajouteraee% ainsi
la deuxiéme portée.

. , Un+2 = Unpsr + [Upsa— U] + [Up = Un.
(nombre d’enfants de la premiére portée) +"> " [Unea=Uhl + [Un = U]
=2 W1 —Una

(nombre d’enfants de la deuxiéme portée)
Nous pouvons reprendre le tableau de valeurs

=
N
w|bd
~
N

(k) + k aveek (©) afinde vérifier :
Exemple : (n-2) +2 n 4 |5 |6 |7 |8 |9
(n-3) +3 U 1 |2 [4 |7 |12 |20
(n-4) + 4 n
u U |11 |2 |3 |5 |8 |13
Lorsqu'une portée peut elle-méme étre

Qec'omposee, on la .conS|dereA de 'ma_‘n'e{/%rification :
indépendante et on applique le méme principe :
(n-k) + k : si k peut étre décomposé, nous allofyenons Y= U+, Ug = Upsg et donc Y= U,

créer de nouvelles portées secondaires. U;-Ug =7-4=3
Par exemple, avec k=§7) nous obtenons deuxUg-U; =12-7=5
partitions : (n-5) +5et (n-5) +3 +2 Usg + [ U-Ug] + [Ug-U; | = 1245+3 =

Or, nous prenons en compte l'ordre de$2+ 8 = 20. Nous retrouvons bien la valeur de

naissances. On effectue alors des permutatidds établie a laide de la technique de

avec les portées. Dans l'exemple précédemteénombrement précédemment énoncée soit 20

nous obtenons alors, non pas deux mais trgiartitions possibles.

partitions car (n-5) + 2 + 3 est différente des

autres. 2. Conjecture 2 : une suite de Fibonacci ?

Il est possible d’agir de méme lorsqu’une portéguis nous avons identifié, avec la deuxieme

secondaire peut elle-méme étre décomposée. ligne du tableau, une deuxieme conjecture afin
de prévoir le nombre de partitions pouar

Il . _Encore plus de résultats ! enfants :

Tableau des résultats

Uni2 =Upsr + Uy +1
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Soit : le nombre d’enfants au rang2 est égal au total 12 partitions possibles.

a celui du rang plus celui du rang+1 plus 1.
2. Toutes les partitions possibles pour 9

Vérification : enfants(en tenant compte de l'ordre)
Prenons Y= Upp, Ug= Uy etdoncY=U, 7+2 4+3+2 2+3+4
Uy = 12+7+1 = 20 6+3 442+3 3+2+4 2+3+2+2
o . 5+4 3+6 3+2+2+2 2+2+5
Comme précédemment avec la premi€e,o+p2 3+4+2 5.7 24+2+3+2
conjecture, nous retrouvons le résultat pour n=9 + 5 3+3+3 24542 2+2+2+3
Remarquons que la deuxiéme conjecture impliqueréanigre (si on 2+4+3

établit la deuxiéme, alors on prouve aussi la peezp(8)

A partir de cette conjecture 2, nous avons pau total 20 partitions possibles.

établir un algorithme nous permettant de

déterminer le nombre de partitions d’enfantd- On €tudie enfin le cas pour 10 enfants(11)

pour toutn.

On pose les 3 désignations de depea : 2+3+5 2+2+4+2
Uni2=C 24+ 6+2 2+3+3+2 2+2+3+3
Unt1=B 2+5+3 2+3+2+3 2+2+2+4
Un =A o+ A+4 2+2+6 2+2+2+2+2

L'algorithme  affiche ainsi le nombre de2+4+2+2

partitions au rang n choisi, soit le nombrg U N
On constate que lorsque les partitions

DEBUT commencent par une portée de jumeaux au ler
ran n retr tement tout I
PROMPT n a g o] e f)uve exacteme oq es_ es
15 A partitions données pour 8 enfants qui suivent
cette premiére portée de jumeaux.
2>B . .
FOR (1" 1 4 Il manquerait cependant une partition de 2
(I;1;(n-4)) naissances admettant a [@'2portée 8 enfants
A+B+1 > C d'un seul coup.
B—2>A La partition {+1}: 2+ 8.
C—->B
END On passe ensuite aux partitions commencgant
DISP : « Enfants » par une portée de 3 enfant$12) :
=" . 3+7 3+3+2+2  4+6
« Possibilités » = 3+5+2 3+2+5 4+4+2
o o _ 3+4+3 3+2+2+3+2 4+3+3
IV. Etude detaillée pour établir la conjecture 34+3+4 3+2+2+3 4+2+4
2 (10
4+2+2+2 6+4
1. Toutes les partitions possibles pour 85 + 5 6+2+2
enfants(en tenant compte de lordre ded +3+2 7+3
naissances) 5+2+3 8+2
3+2+3 . L
g:g 24+6 10 = 1 + 9, on pourrait donc écrire toutes les
4+4 2+4+2 partitions pour 9 enfants puis placer avant
4+2+2 2+3+3 celles-ci une naissance avec un lenfant : interdit
3+5 2+2+4 par la répartition ; on ajoute donc cet enfant a
3+3+2 2+2+2+2 la premiére portée de chaque partition de 9

enfants.
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V . Généralisation

1. (13) Toutes les partitions possibles pour n
enfants (en tenant compte de l'ordre des
naissances)illustration ci dessous avec n=8

6+2 3+5 2+4+2
5+3 3+3+2 2+3+3
4+4 3+2+3 2+2+4

2+6 2+2+2+2
4+2+2

au total 12 partitions possibles

Une partition

Pour n enfants :

MNombre de partitions différentes: U(n)

2. Toutes les partitions possibles pour (n+1)
enfants (en tenant compte de I'ordrgici n=8

g:g 2+3+4
o 2+3+2+2
2+2+5
S+2+2 2+2+3+2
4+5 2+2+2+3
3+2+4
3+2+2+2 4+3+2
547 4+2+3
2+5+2 3+6
2+4+3 3+4+2
3+3+3

Pour n+1 enfants:

Nombre de partitions différentes : U (n+1)

[E0)-
I

Il manquerait cependant une partition de 2
naissances admettant deux enfants a la premiere

portée et les n enfants & [&"2portée.
La partition {+1}: 2+ 8 (14)

3. On étudie enfin le cas pour (n+2) enfants :
(15)

On distingue ainsi les partitions ou la premiére
portée est de 2 enfants (il y en atJ1) et celles
ouilyen aaumoins 3 (ily en ad)

En réécrivant cette démarche, on parvient
donc a(16):

Uni2= Upuit Up+ 1

OnposeR=U,+1
Fre2-l=[Rs-1]+[R-1]+1

Soit donc la suite de Fibonacci

Frio= Rt Ry
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Fro=Fri1+ R

Ajout d'une premiére portée composde de 2

+1 enfantd la premigre portée des naissances de
chague partition

\

enfants avant chague partition den

Ufnel) |

On constate que Fibonacci a aussi travaillé <
cette question d'évolution de population sui
aux naissances, avec un probleme de lapins g
a posé ainsi :

« Un homme met un couple de lapins dans |
lieu isolé de tous les c6tés par un mur.
Combien de couples obtient-on en un an
chaque couple engendre tous les mois
nouveau couple a compter du troisieme mois
son existence ? »

Maintenant, il reste a savoir si Perrault faise
volontairement des mathématiques en écrive
ses comptes pour les enfantg(17)

Notes d’édition

(1) Ce résultat n'est pas une réponse a la question qui
précede mais a celle plus générale : « combien y a-t-il de
possibilités pour une famille de n enfants ? »

(2) Ici, la suite de Fibonacci n'est pas définie par les
conditions initiales habituelles.

(3) Le mot « partition » n'est pas défini : c'est une suite
(a1, @y, a3,..., ay), telle que a; + a, + ag + ... + a, = n, avec
k> 2 et a; 22 pour tout i.

(4) carils ne sont pas tous du méme age.

(5) Les chiffres dans le tableau représentent le nombre
d'enfants nés en méme temps.

(6) k allant jusqu'a 2 + (n —2)
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(7) et sans tenir compte de I'ordre.

(8) En effet, siup,o=Uys1+up+letu,,i=u,+u,_1+1,
alors un+2_un+1=(un+1+un+:I-)_(un"'un—l"'1) =(un+1
_un)+(un_un—1)

(9) Ul suffit de 2 valeurs de départ, us =1 et us = 2

(10) Cette étude n'est pas une preuve de la conjecture, la
preuve est plus loin (V. 3.)

(21) Ul s'agit uniguement des partitions commengant par
2.

(12) au moins.

(13) Déja dit.

(14) Déja dit.

(15) C'est la preuve de la conjecture 2.

(16) Fin de la preuve de la conjecture 1.

(17) des contes ou des comptes ?!
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