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Paris et NeW-MI’k Voila une curieuse question pour un sujet de

recherche en mathématiques car a premiére

Sont_ils Ies sommets vue, la réponse parait smple. En effet, dans

I'espace, nous pouvons par des plans de
1 4 coupe, obtenir e support d'une infinité de
d un carre 7 carrés possédant des sommets a |'endroit ou

_ _ I'on veut.
par Sothi Mok (3°), Michel ¥hgsavanh (3°),

Eric Chin (3°), Siek-Hor Lim (1°S), Eric
Akbaraly (1°S), éléves et anciens éléeves du
Collége Victor Hugo (2 rue Elsa Triolet,
93160 Noisy-le-Grand)

enseignants : Mme Martine Brunstein et
M. Pierre Lévy

chercheur : MPierre Duchet

« Paris et New-York sont-ils les sommets d'un
carré ? »Cette question qui parait si béte est en fait le
prétexte pour une réflexion sur la définition d'un carré

dans une spherBlusieurs mois de travaux et plusieurgn fait, tous les plans contenant la droite-pas
er|I[es d'exposé pour en arrlyer ala cpnclusmn qQu'dd, nt par Paris et Newevk conviennent pour
carré peut ne pas posséder d'angle droit. , . .

y tracer nos carrés : on peut imaginer un plan
Compiégne pivotant autour de |'axe Paris-New-York,

gompte—rendu du groupe 42 parrainé par le groupe  comme sur la figure ci-dessous.
7.

Des éleves de Noisy ont completement résolu le pr
bleme de savoir s'il existe des carrés dont les 4 so
mets sont sur une sphére, connaissant deux somm
Leur sujet se présentait donc par une question : N

« Paris et New-York sont-ils les sommets d'un
carré ? »

lls nous ont montré que oui en tracant, sur le globe t
restre, un “carré bossu”.

Nous avons remarqué que leur exposé était bien ca
plet et les démongtrations étaient tout-a-fait valables,
mais peut-étre dites un peu trop vite pour permettre la
compréhension de certain spectateurs.
Cependant ces carrés ne sont pas sur la-surfa

ce de la €rre, assimilée a une sphére parfai
te.

En tentant de résoudre ce nouveau probleme,
c'est a une géométrie singuliere que l'on doit
faire face car nous n'‘avons jamais étudié de
telles figures sur une surface sphérique.

Pour construire de tels carrés, il nous a fallu

définir ce qu'est un segment et un angle sur
une sphere.
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Durant toute notre étude, nous avons utilisédéne de révolution de somn@tet de base le
coupe par un plan ce qui nous a permis de disque de centr®,.

revenir a volonté dans le monde bien connu
de la géométrie plane.

les segments

Dans un plan, un segment est le plus court

chemin entre deux points. Nous avons déci
de conserver la méme définition du segme

sur la sphére.

Pour cela, il nous faut déterminer ce qu'est

plus court chemin entre deux points sur la
sphere.

Il nous a pau natuel d'admette que le plus

coult chemin sera un arc de cercle car la

section d'une sphére par un plan est toujot

un cercle. Nous allons le prouver [NDLC :
gue la section d'une sphére par un plan est
toujours un cercle].

Soit une spher&de centreD, et de rayorR.
SoitP, un plan quelconque coup&abtP, est
le plan parallele &, passant paD,.

L'intersection de P, avec la sphére est le
cercleC, de centreO, et de rayorR car tous
les points de cette intersection sont sur un
méme plan et sont a égale distariRergyon
de la sphere) d@,.

SoitA, un point quelconque dg,. SoitO, le

projeté orthogonal de O, sur P,. De O4, on

construit la parallele a@§0,) sur le planP;.

L'intersection de cette droite avec la sphere

nous fournit un poind,. SoitQ l'intersection
des droitesA;A)) et (0,0,). [voir dessin ci-
contre]

Dans les triangles QA;O; et QA,O,, les
droites (A1O,) et (A,0O,) sont paraléles et
donc, d'aprés le théoréme de Thales, on a

QA1 _ A10; _ Q01 _
QA2 A0 QO

Lorsque le poiné, décrit le cercleC, a partir
de la position A, la droite (a,Q) décrit un
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[NDLR. Dans le mouvement de révolution

autour de I'axe (O,0,), chaque point p du

plan P, reste sur P, (car |'angle droit

OpO,0, est conserve), chaque poside la
sphere reste sur la sphére (car la dist@hyse
est conservée) ; a chaque positionageor-

respond donc une position dg qui est a la
fois sur A,Q), sur la sphér& et sur le plan
P,. Comme le point a, reste sur P,,] on a

toujours (en se plagant dans le plapagQ) )

I'égalite :

Qaél.zaél.olzq)l =k
Q. a0, QO

Puisque a,0, est constant, a;0; I'est aussi.
L'intersection de P, avec la sphere est donc
un cecle de ceneO,. [NDLR : plus précisé

ment, cette intersection est contenue dans un

cercle et pour obtenir ce résultat, il fiadit

:de dire queD, est invariable dans la rotation

considérée. Pour montrer que, réciproque-
ment, chaque poira du cercle de centr®,
et de rayon O;A; est dans I'intersection, on
peut utiliser la relation numérique ci-dessus,
en construisant a; pour que le point as qui
lui correspond coincide aved
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Si I'on se donne deux points sur une sphéresilr le planPy, I'arc de cercle grdsformé par

existe une infinité de plans passant par ces

I'intersection du plan et de la sphére donne la

deux points ; il existe donc une infinité d'ardggure suivante.

de cercles joignant ces points.

parmi tous ces arcs de cercle,
quel est le plus court ?

Soit une sphérgde centreD.

A etB sont deux points distincts de la sphere R

Le planP; coupe la sphere en passant par
B et O. Leur intersection est le grand cercle
dessiné en gras :

Le planP, coupe la sphere en passant par
B mais pas par O. Leur intersection est le
cercle dessiné plus fin :
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O

Sur le planP,, I'arc de cercle firh formé par
I'intersection du plan et de la sphére donne la
figure suivantel est le centre du cercle fin.

|

Si nous superposons ces deux figures sur un
méme plan, nous obtenons cette troisieme
figure. O etl sont sur la médiatrice daR].

On constate que plus le centre du cercle et
éloigné du segment [AB], plus I'arc AB est
court. Nous avons établi une preuve de cela
mais elle est compliquée. (voir encadré, page
suivante)

Pour nousun segment sur la splesera un
arc de cecle issu d'un grand cele (dont le
centre est le cenér de la sphéa).
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Parmi tous les arcs de cercle passanfmtr C'est du méme signe que
B, le plus court est celui obtenu par le cercle

de centre le centre de la sphére.
sin‘Lq- sin‘g.
: R 2 2
Preuve :
Dans le triangl&Cl, on a : car sin est une fonction croissante sur
[0, T72].

sing =¥ = % donc AB=2r sing C'est donc du méme signe que

De méme dans le triang@CA on a : B B
sin‘LJ-rsinH
AB=2Rsing R2IR 12
Ainsi Onposea=r/R(0<a<1l)etx=p/2.
B Etudions les variations de la fonction
2rsin§—2 Rsin% f(x) = sin @) - asinx sur [0,172].
B f'(X) =a cos fx) - a cosx
sin% = é Sin§ f'(x) = a (cos @X) - cosx)

Ona0< ax < x < 1W2donc
Cherchons le signe de-1 :
cos@x) - cosx>0

L -1 =pBr—aRest du méme signe que
car la fonction cos est décroissante sur
r [0, TW2]. Doncf'(x) > O doncf est croissante
BL-a
R sur [0,172].
C'est du méme signe que De plus,f(0) = 0, donc
B f'(X) est toujours positive sur [@/2].
re_a
R2 2

DoncL-1>0donc ...

avecOsa<sm et 0P I'arc gras est plus court que l'arc fin
0

ona:0< a/2 < W2 et

IN A

T,
B2 < T92.

Puisque nous avons défini la notion de seg-
ment sur la sphere, nous pouvons tracer des
polygones.

Voici un triangle « bossu ». L'a/AB est obte
nu par l'intersection du plan P; (le fin) pas-
sant parA, B et O et de la sphér& L'arcBC
est obtenu a l'aide du pl& (le gras). Nous
allons définir I'angle entre I'arc AB (fin) et
l'arcBC (gras).
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SoitA la droite d'intersection des plaRg et Un carré « bossu » sur la sph&edoit rem

P,. Soit D, une droite deP; perpendiculaire plir les conditions suivantes :

al, etD, une droite deP, perpendiculaire a

A dont l'intersection aveid; est SurA. al Les segments « bossus » sur la sphére S
[AB], [BC], [CD], [DA] sont égaux ;

b/ Les diagonales « bossues » sur la sp8ére
[AC] et [BD] sont égales.

Dans une telle configuration, les angh®B
BOC COD et DOA sont égaux car les arcs
correspondants sont égaux.

En fait, a l'intérieur de la sphére, on obtient 4
triangles isocéles identiques (les fins), de
sommet principal O, qui ont tous un coté
adjacent.

L'angle des droiteB, etD, détermine l'angle
des plans P, et P,. Pour nous, I'angle entre
I'arc gras et l'arc fin sera I'angle déterminé paar conséquen©ABCDest une pyramide et

les plansP; etP,. ABCDqui est la base est au moins un losange
(AB=BC=CD =DA). Or ACet BD sont
les carrés « bossus » égaux, dondABCD est bien un carré « plat »

possédant quatre sommets sur la sphere.
Par analogie avec les carrés « droits » (dans
un plan), nous sommes en mesure de défi@ieci nous fournit une méthode permettant de
des carrés sur la sphére que nous appelleroasstruire les sommets des carrés « bossus »
carrés « bossus ». Dans un premier temps, sur la sphére a partir de deux points choisis
nous ne nous servirons que de la notion de au hasard.
segment sur la sphére.
SoientA et B deux points quelconque sur la
sphere, voici [page suivante] le ...

film de la construction des sommets C et D.

On procede comme pour construire un carré
droit a I'aide d'un compas.

A l'aide du compas, on trace du « méme
c6té » de AB], deux arcs de cercle de rayon
AB, centrés e et enB.
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Si l'o ,
[AB], alo a—sphére  ser:
partagée en deux hémisphe

ABCD (apres voir fait une ro

A

Sur un p|an, nous sommes capa On obtient les sommets du carré « bossu »
de construire la longuedyBy2. mais pour tracer les cotés, il faudrait pouvoir
tracer les segments « bossus ». Nous pouvons
A B les condruire point par point car il n'est pas

difficile d'obtenir autant de points que I'on
veut appartenant a ces segments « bossus ».

A l'aide du compas, on constru
les pointsE etF tels que
AE =AF = BE =BF.

Toujours a l'aide du compas, 0
peut construire au moins un poi
M tel queME = MF <AE. AinsiM
appartient au segment bossu].

[NDLR : resterait a voir si cette méthode de
construction d'un point du segment bossu
permet d'en obtenir un, d'en obtenir beaucoup
ou de les obtenir tous ...]
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Est ensuite venu le probleme de savoir sil Pour I'étude du « carré bossu », nous nous
existait d'autres conditions pour construire sommes donc d'abord intéressés a notre carré
notre carré « bossu ». droit et voici nos résultatsR(est le rayon de

la sphere)
Nous allons donc réutiliser un de nos outils :
la coupe par un plan. Nous savons que tout

carré « plat » de cbté c est inscriptible dans Rv2
un cercle de diamétre cv2. Or, l'intersection
d'un plan avec une sphére détermine un

cercle. Nous nous donnons deux points dis-
tincts A et B de S: s'il existe au moins un
cercle (obtenu par la section d'un plan) de
diametreABV2, alors on pourra construire ur

carré platABCD (C et D appartenant aussi a
9, et ensuite construire notre « carré bossL VL/

dont les sommets soAt B, C etD. \\/ﬁ/
nombre de nombre de nombre
D carrés droitscarrés droits total de
de c6té AB] de diagonale carrés

[AB]
0<AB<RV2 2 1 3
AB=RV2 1 1 2
RV2<AB<2R 0 1 1
AB=2R 0 infinité

Pour les carrés « bossus », nous obtenons un
tableau récapitulatif identique puisqu'a
chaque carré droit correspond un unique carré
« bossu ».
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Annexe :construire un carré bos®CBD ...
(histoire sans paroles)

>
w

>
N
<

>
<
os)
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Commentaire du checheur

Un probléme intéressant de direction de
recherche est apparu au cours du travail.

Au 2¢meséminaire (15 janvier 1995), le groupe
(issu d'un seul collége, il était composé d'un
éléve de 4éme, d'un de 3eme,et de deux
“anciens” deMaTh.en.JeANs en classe de®*9
avait proposé de nombreuses pistes ou
résultats :

« définition d'un angle entre deux grands
cercles comme étant celui de leur plans,

o définition du carré comme ayant 4 c6tés
€gaux et un angle droit,

* existence d'un triangle équilatéral avec 3
angles droits,

* représentation plane des figures sphériques
par projection orthogonale sur un plan tan-
gent.

Mais les éleves semblaient coincés dans leur
entreprise par I'abondance des questions sou
levées et notamment celles qui concernaient

la mesure des distances et les plus courts che

mins (lesgéodésigugssur la spheére.

L'intervention du chercheur a consisté a
reformuler les questions :

1) Existe-t-il un plus court chemin entre deux
points donnés de la sphére ?

2) Un plus court chemin est-il dans un plan ?
3) Parmi les chemins polygonaux, ceux qui
sont plans sont-ils plus courts ?

4) L'intersection d'un plan et d'une sphere est-
t-elle bien un cercle ?

5) Parmi les chemins circulaires, le plus court
est-il celui qui a le plus grand rayon ?

6) Peut-on calculer la longueur d'un arc de
cercle correspondant & une section non €qua
toriale.

7) Comment angle au centre et longueur de
grand arc dépendent-ils I'un de l'autre ?

Sur la problematique du plus court chemin,
différentes conjectures sétaient affrontées
(morceau de “paraléle’” au sens de la carto-
graphie, chemin “gauche” du type loxodro-

mie) avant de se stabiliser autour des arcs de
grand cercle (ou cercle équatorial).
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Pour chercheur et enseignant, la tentation Dans la situation de 1995, apres discussion,

était grande de demander aux éleves de-pdienseignant a proposé aux éléves de choisir

suivre des investigations géométriques autcamtre deux consignes :

de la question initiale (étude des carrés sphé

riques) en leur demandant d'admettre comme Prouver que l'intersection d'une sphére et

théoreme que les géodésiques de la sphére d'un plan est un cercle et déterminer son

sont des arcs de grand cercles. centre, les propriétés suivantes étant prises
pour axiomes :

Dans une recherche similaire (jumelage

1989-90 entre lycée Racine de Paris et lycé® La propriété de Pythagore est vraie dans

techni que Jean-Jaurés d'Argenteuil, sujet tout plan de l'espace,

“Géométrie non euclidienne”, introduit par le

“probleme du Jardinier” : placer des arbres @B) Si M est un point de I'espace hors d'un

maniére que dans chaque ligne “droite” détgrlan P, le plan P contient un unique point

minée par 2 arbres, il y ait toujours au moindus proche d®l, soitH. Pour tout poinp de

un troisieme arbre), la méme interrogation P, I'angle(lpHM est droit.

Sétait posée a propos des géodés ques de la

sphere. B- En admettant que les “droites sphériques”
sont les grands cercles, étudier les triangles

Voulant recentrer la recherche sur les pro- de la sphére, par exemple les triangles rec-

blémes de géométrie non euclidienne, nous tangles, leur aire ... Existe-t-il d'autres tri-

avions a |'époque pris la décision de donner angles équilatéraux que celui trouvé ? Leurs

comme outil le théoréme des géodésiques. angles sont-ils égaux ?

Les éléves ont choisi par eux-mémes la

direction A, en approfondissant les questions
4 et 5.
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