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1. Présentation du sujet

L’ensemble des nombres surréels est un ensemble de nombres constitué de tous les nombres réels et
d’autres nombres ordinaux. lls peuvent s’écrire sous la forme d’une suite de symboles @ et ©,
construite a partir de I'arbre suivant.
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Au commencement de I'arbre des surréels

Pour construire la suite de symboles d’un nombre, on part de 0 : si on descend a droite on note un @ et
si on descend a gauche on noteun © .
A chaque chemin sur I'arbre correspond un nombre.

Exemples : ¢ |a suite de symboles @ ©© corresponda 1/4
e —3/2 correspond a la suite de symboles © ©®

Nous verrons dans I'article quels types de nombres surréels on peut définir avec cet arbre et comment on
peut les additionner.

Nos recherches ont porté principalement sur I'addition de nombres surréels écrits sous forme de
symboles, mais avant cela, nous avons dii comprendre quels types de nombres pouvaient étre atteints
par une suite finie de symboles, et la correspondance, dans les deux sens, entre une suite de symboles et
I'écriture décimale du nombre.
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2. Les nombres dyadiques

Définition — Nombre dyadique

Un nombre dyadique est un nombre qui peut s’écrire sous la forme d’un entier relatif divisé par une
puissance de 2.

Théoréme

Tout nombre dyadique peut s’écrire comme une suite finie de symboles et réciproquement.

Démonstration : conversion d’un point de vue algorithmique

La “conversion” est I'opération par laquelle on passe d’'un nombre écrit sous forme de symboles a sa forme
en écriture décimale et inversement.

1 On considéere tout d’abord un surréel écrit sous forme d’une suite finie de symboles.

S’il n’y a pas de changement de signes, le surréel est un entier relatif qui correspond au nombre de
symboles qui le composent (1). Le signe de cet entier est le méme que le signe des symboles. Et donc on a
bien un nombre dyadique, que I'on peut écrire sous la forme “entier/2°”.

Définition — Césure
Lorsqu’on lit la suite de symboles de gauche a droite, on place un trait vertical entre les deux premiers
symboles différents, que I'on appelle césure.

A gauche de cette césure, on aura la partie “entiére”, et a droite la partie fractionnaire.

Dans le cas ou il y a des symboles différents, on applique la démarche suivante :

Sile 1* symbole (a gauche) est un © Sile 1¥ symbole (a gauche) est un @

- Le nombre est négatif - Le nombre est positif

- On compte le nombre de symboles avant la césure :|- On compte le nombre de symboles avant la

ce nombre correspond a la partie entiere du surréel |césure : ce nombre correspond a la partie entiere du
surréel plus 1

- Oninitialise n a 1, n correspond au rang d’un - Oninitialise n a 1, n correspond au rang d’un
symbole apres la césure symbole apres la césure
Siau n-ieme rang le Siau n-ieme rang le Si au n-iéme rang le Si au n-ieme rang le
symbole estun © symbole estun @ symbole estun © symbole estun &
On retranche 1/2" On ajoute 1/2" On retranche 1/2" On ajoute 1/2"
On ajoute 1 a n et on réitere tant qu'il reste des On ajoute 1 a n et on réitere tant qu'il reste des
symboles. symboles.

Exemple : Si on veut trouver |'écriture décimale du nombre 6 6@© 66 &
- 0o | @coe
- ce | @ > 2

- 00 | @000 > —241
11
- 00 | @o0® D 24— ——
2" 2
[
- 006 | ®o00® D 24— —— ——
2" 22 2
oo | @oee >2+4 -1 L 1
2" 22 2 2
- oo | ®co® =—%:—1,8125.
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k
(o - +1 . .
Dans le cas général, le nombre s’écrit sous la forme N+Z —— ou Nest un entier relatif et k correspond

n=1

au nombre de symboles a droite de la césure. On obtient donc bien un nombre dyadique.

1 Réciproquement, pour passer d’un surréel en écriture décimale D a son écriture sous forme de symboles

S on applique la méthode suivante :

¢ pour les nombres entiers : on inscrit autant de symboles @ (pour un nombre positif) ou © (pour un

nombre négatif) que la valeur absolue de notre entier.

e pour les autres nombres on suit les étapes de ce tableau :

Si D est négatif :

Si D est positif :

- On prend la partie entiere de D qui correspond au
nombre de © quel'onajoutea s

- S’ prend la valeur de la partie entiére de D
-Oninitialisena 1

(Remarque : pour n=1, on a forcément §’< D, ce qui
fixe un premier @ , et donc un premier symbole
différent de ceux d’avant)

- On prend la partie entiere de D plus 1 qui
correspond au nombre de @ que I'on ajoutea S

- S’ prend la valeur de la partie entiére de D plus 1
-Oninitialisena 1

(Remarque : pour n=1, on a forcément S’ > D, ce qui
fixe un premier © , et donc un premier symbole
différent de ceux d’avant)

SiS'<D

-On ajoute 1/2" a§’
-On ajouteun @ a s’

SisS’>D

-Onretranche 1/2"a S’
-Onajouteun ©as’

SiS">D SiS'<D

-Onretranche 1/2"a S’
-Onajouteun © as§’

-Onajoute 1/2" a§’
-On ajouteun @ as’

On ajoute 1 a n et on réitére tant que S’ # D

On ajoute 1 a n et on réitére tant que S"# D

Exemple : Si on veut trouver |'écriture symbolique de -1,8125 :

-D=-1,8125
S=e66 et §'=—2 (S'<D)
S=00® et S'=—2+i1 (S'>D)

2
S=e6®06 et S':—l,s—i2 (S'>D)
2
1

(§'<D)

S=0000606 et S’:—1,75—§

S—00000® et S’:—1,875+%

‘Donc S=e6d066.

($'=D)

Dans cette “démonstration”, il aurait fallu vérifier que I’algorithme s’arréte bien pour n’importe quel nombre
dyadique choisi, autrement dit que tout nombre dyadique s’écrit de maniére unique comme un entier plus une

somme finie de termes de la forme i% (2).

3. Addition de deux nombres dyadiques

Regle d’alignement :

Lorsqu’on additionne deux nombres surréels, on les aligne par rapport a leur césure de maniere a ce qu’elle

soit au méme niveau sur les deux nombres.

Exemple :
o0 | oo
+ ©|eooo

donnera
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Regle d’addition a gauche de la césure :

A gauche de la césure, on se situe dans la partie entiére : si les symboles sont de méme signe, ils
s’accumulent, sinon chaque @ compense un © etinversement. On les « barre » par paire, et on s’arréte
au moment ou il n’y a plus qu’un seul type de symboles présent ou s’il n’y a plus aucun symbole : dans ce
cas on met un 0.

Regles d’addition a droite de la césure :

A droite de la césure, on se situe dans la partie décimale : on additionne les deux nombres colonne par
colonne en commencgant par la droite, selon les 9 regles d’addition suivantes :

OOHOOOHOOO
Q0O HO
OO®O
l

[ ||
0D 0o OB

Les exposants représentent une retenue a ajouter a la colonne de gauche.

Exemple : Siona

&) Si, a une colonne donnée, on trouve les symboles @ et @ , le résultat
+ & sera un 0 ainsi qu’un @ en retenue.
®
celadonnera 0

Démonstration des régles d’addition a droite de la césure (3):

Reglel: - @ ou ® +0-> & : 0+ln=in
20 2
1 -1
O ouBo+0> 8 0——=—
20 2
Regle Lbis:- ®@0® > @ : +—1 41 1
21 21 2n 2n
oo 5o . Lt 1t _ 1
2" 2" 2 2"
: 1 1
Regle 2 : . ®+0 20 —-—— =0
20 2
& 1,1 2 1
Regle3: - & + ® >0avecun & enretenue: —+— = — = ——
2" 2" 2" 2
1 2 1
+© + © >0avecun © enretenue: —— —— = —— = ———;
20 2 2 2
Régled: - @®@® - © avecun @ enretenue: Ln+in+% = % = _(nlil)_,_in
2" 20 2 2 2 2
- ©66 - © avecun © enretenue: —Ln—in—in = _in - — (nlﬂ)_in
272 2 2 2 2

Reégle du zéro

Une fois I'addition terminée, on doit « convertir » les 0 : on parcourt la suite de symboles de droite a
gauche, et on remplace chaque « 0 » par le symbole qui se trouve a sa droite, puis lui-méme change de
signe.

Exemple : Si lors du calcul on a obtenu @ ® 0 @ © , onle convertiten @S O.
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Démonstration :

Soit le premier 0 a la position n=n, (en partant de la gauche).
Considérons le cas d’un groupe de k zéros suivid'un @ (le cas ol le groupe de zéros est suivid’'un © est
analogue). On a alors pour valeur numérique :

0,0, 0, .0 1 _ 1 _ 1 1 1 1 1
2’10 2/11 2ﬂ2 2”](—1 2"k 2ﬂk 2’10 2!11 2'12 2nk_1 2ﬂk
ou no, No+1, Nosa, - .., Rowi SONt K+ 1 entiers consécutifs, car en utilisant la formule de la somme de termes
consécutifs d’une suite géométrique, on a :
1_1_1__1_1:1_11+L +1+L
2110 2n1 2112 2nk71 2nk 2n0 2n0 2 22 2k71 2k
k
-l
:1_12:11_1_L_1L:1:1
2n0 2 l_l 2n0 2k 2n0 2/( 2n0+k 2nk
2

Remarque : Dans le cas ou il n’y a pas de symbole a droite d’un zéro, il disparait simplement (comme un
zéro a la fin de la partie décimale d’'un nombre décimal).

Probléme de césure
Lorsque les deux symboles de chaque coté de la césure sont de méme signe, on insére un 0 entre ces deux
symboles, a gauche de la césure.

Exemple : Sil'on a obtenulerésultat ©6© | ©®® , celadonnera ©6 0| ©@ @ puis, en appliquant la
régledu 0, onobtient: 666 | ®E @ , et la césure est bien placée (4) !

Exemple général :
GISISYSYS]
+ 00000

Alignementi
® co®o

+ 06 60000
/0 0e0oo

Regle du zéro #

© 000D
Probléme de césure : G‘GEBEBGEBEB devient 90\ cCODODD
Et ainsi, le résultat finalest: 66 ©o®o®d®

Nous avons également travaillé sur I'addition des nombres comportants une infinité de symboles,
en commencant |'addition par la gauche, mais on ne le détaille pas ici.

4. Vers des nombres non dyadiques

Puisque nous pouvons créer tous les nombres dyadiques, nous avons cherché s'il était possible de créer des
nombres non dyadiques, comme par exemple 1/3 ou 1/5.
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Pour I'instant nous ne savons que les positionner approximativement sur I'arbre :

0
I
|
=1 | 1
I
I
1
- 2
| |
I
‘1| 3
3
SR RO NN SHMITRT -
Nt Ny g

i 1
5 3

Nous avons ensuite trouvé une écriture de ces deux nombres en tant que somme infinie de puissances de

nombres dyadiques :
1 +o0 li +o0 _11 1 +oo 1 i 4o 3
3 Z:(4) ZI 2) € 5 Z(16) ,;161

i=1 i=1

Preuve visuelle de I'écriture de 1/3.
Considérons un triangle équilatéral d’aire 1 découpé de la maniere suivante:

Nous voyons que la somme des aires claires est égale a un tiers de I'aire totale du triangle, d’ou :
+o

L . N

4 16 64 256 1024 = \4

Par un raisonnement analogue, nous avons déterminé |’écriture de 1/5 (5).

;l
3

Une fois ces expressions trouvées, nous pouvons utiliser la régle du zéro vue précédemment pour les
convertir en suites infinies de symboles :

eococdedodO...

POOCOCPBPOODPOO0DBOO...

Grace a cela, il nous suffirait de savoir multiplier 1/5 et 1/2 sous forme de symboles, nous connaitrions
alors I'écriture symbolique de 1/10 et nous pourrions ainsi connaitre I'écriture symbolique de I'ensemble
des nombres décimaux et rationnels, en ajoutant des multiples de 1/10, de 1/100, etc.

De plus, nous nous sommes demandé s’il était possible d’exprimer sous forme de symboles des nombres
irrationnels ou transcendants comme V2 ou e.
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Nous savons que
=111 1 1 1 1
e=) —=—+—+ + + + +
Z(:, il 1 1 1X2 1X2X3 1X2X3X4 1X2X3X4X5
SIS IR LS SR SO SV EVE SV BV SPIL SVE SV SV SvE S
1 11 21 2 3 1 2 3 41 2 3 45
Or si nous savions multiplier les nombres surréels écrits sous forme de symboles, nous pourrions obtenir
tous les termes de cette somme, et ainsi créer le nombre ¢, pour lequel nous supposons que I’écriture
symbolique est “imprévisible” (contrairement & I'écriture symbolique de 1/3 et 1/5, pour lesquels on
trouve une séquence qui se répéte).

Ainsi il serait possible de créer au moins un nombre transcendant avec I'aide de la multiplication.

Nous pouvons maintenant conjecturer qu’il est possible d’écrire n'importe quel nombre réel avec une suite
éventuellement infinie et non répétitive de symboles.

5. Conclusion

Ainsi, nous avons pu voir une méthode de création et d’opération avec les surréels. Ces nombres trouvent
leurs usages notamment dans la théorie des jeux combinatoires : dans ces jeux, deux joueurs s’affrontent,
aucun élément n’est caché et il ne peut pas y avoir de partie nulle. Ainsi, le jeu de Nim est un exemple de
jeu combinatoire, mais pas le poker ni les échecs. Dans ces jeux, le vainqueur est souvent déterminé par
I'ordre de jeu, si les deux joueurs appliquent une stratégie gagnante. Les nombres surréels permettent ici
de savoir quel joueur peut gagner selon les conditions initiales.

Ces nombres peuvent également étre utiles dans certaines démonstrations mathématiques.

Nous nous sommes cependant limités a un bref apercu des possibilités de ces nombres. Nous savons passer
de I’écriture décimale a I'écriture symbolique des nombres dyadiques et réciproquement, et les additionner
sous leur forme symbolique ; nous avons effleuré I'existence des nombres surréels non dyadiques mais il y
a encore beaucoup a découvrir sur ces nombres fascinants.

Notes d’édition
(1) Plus précisément, dans le cas ou tous les symboles sont les mémes, le nombre a pour
valeur absolue le nombre de symboles.
(2) Un nombre dyadique D s'écrit m /2™ . Dans I'algorithme, & chaque étape, aprés avoir ajouté ou
n
retranché 1/2", S’s'écrit sous la forme N+Z +1/2"=m/2" , et on peut alors montrer par
k=1
récurrence que D—1/2"<S'<D+1/2" . Lorsqu'on arrivea n=n, on obtient m,—1<m<m,+1
nO
donc m=m, et D=S'=N+, +1/2".
k=1
(3) Rappelons que les parties a droite de la césure représentent des sommes de la forme

k
Z +1/2" : on va les additionner terme a terme. On obtient une somme avec
n=1

éventuellement des termes nuls qu'il faudra convertir (“régle du zéro”).
Les retenues (regle 4) s'appliquent aussi pour le premier terme a droite de la césure,
lorsque n=1 ; dans ce cas le symbole retenu doit étre ajouté a gauche de la césure.

(4) Ainsi, dans cet exemple on a remplacé —2—1/2+... par —3+1/2+... , etle cas
général est analogue.

(5) Pour calculer I'écriture de 1/5, on peut commencer par remplacer chaque terme

1 &3 8—4—-2+1 1 1 1 1
du développement —= - par : sS——=——=——dr—
5 ; 161 161 241 3 241 2 241 1 241

MATh.en.JEANS 2018-2019 Lycée Jean Monnet, Blanquefort page 7



