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nom breS Cong ruents guels sont les nombres congruents ?

Existe-t-il des nombres entiegqui sont des
aires d'un triangle rectangle dont les cotés
seraient mesurés par des nombres rationnels ?
On sait qu’'un nombre rationnel est un entier
ou un quotient de deux entiers. Autrement

dit, S étant un entiera, b, ¢ étant rationnels,

on aurait simultanément :

par Merry-Laure Boukoko (2", Awa
Cissoko (29, Nam Doan-Dinh (1°S), Karim
Kaabeche (®), Myriam Medjidi (2¢), Samir
Medjkane (TC), Erol Noksan (TC), Mathieu
Sarthe-Moureou (1°ES), du lycée Georges
Braque d’Agenteuil (95)

enseignante : Joélle Richard S=labpeta? +b?=c?
2

chercheur : Michele afgne Evidemment, il en existe !

esia=3,b=4,c=5,0ona3+ 42 =Ret

Compte-rendu de I'exposé par les parrains du grOUp?'éire Sdu triangle correspondant est :

lycée J.Jaures

sS=1x3x4=6
— Cet exposé m’a permis de me rappeler I'exposé de 2
M. Barsky qui a eu lieu 'année derniére au lycée Jean
Jaures [NDLC : on ne dirait pas ... & moins que la
Terre entiére n'ait assisté a cet exposé.] esia=3,b=20 ¢c=41 onahbien
3 6

2
— De bonnes recherches, quelques résultats, cela m'a

beaucoup intéressé. Cela traitait de trouver les diffé- ‘3’2 ‘20’2 _ ‘4132
rentes maniéres de trouver des nombres congruents. e B Bl
[NDLC : cette NDLC est donc un discours sur ur dis 2 3 6

cours sur un discours sur les mathématiques !] et I'aire Sdu triangle correspondant est :

lycée A.Kastler s=1x3x20-g

Tres difficile & comprendrde ne suis qu’ernf2! 2 2 3

De tels nombres, dont 5 et 6 sont des
exemples, sont appelés nombes congruents
Y en a-t-il d’ autres ? Sont-ils nombreux ?
Comment les trouver ? Peut-on savoir Si un
nombre donné est congruent ?

les triplets pythagoriciens

Dans notre quéte des nombres congruents,
nous avons été confrontés a I’ utilisation de
ces fameux nombres a, b, c tels que
a2+ b2 =c2 S a, b, c sont entiers, on les
appelletriplets pythagoriciengou TP). Peut-
on trouver facilement ces triplets ?

On peut tout d abord remarquer que si I’on
connait un TP 4, b, ¢) on en obtient une infi
nité en multipliant chacun des entiexsb, c
par un entiek. En efet, sia2 + b2 = ¢2, alors

(ka)2 + (kb)? = (kc)2.
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exemple Voici maintenant une parenthése originale
concernant les TP ; c’est un calcul qui nous a

A partir du triplet (3, 4, 5), on obtient, été suggéré au cours de la recherche par Jean

en prenank=2: (6, 8, 10), Brette du Palais de la découverte ; il fait

en prenank=3: (9, 12, 15) appel a la trigonométrie.

tous les TP ! Un cercle trigonométrique est un cercle

orienté, de centr® et de rayon 1.
Diophante (IlI° s. avJ.C.) nous a laissé heu

reusement une méthode qui permet d’obter B M
tousles triplets primitifs pythagoriciens, K

c’est-a-dire les tripletsa( b, ¢) dans lesquels

a, b, c n'ont pas de diviseur commun. Voici

cette méthode : o o

On choisit deux entiems et n de parité dife- 0 H A

rente et sans diviseurs communs, et tels que
m>n. a, b, ¢ sont obtenus par les égalités :

a=m2-n2

b=2mn

c=nme+n2

Si M est un point de ce cercle, repéré par

On a bien: 'angleB, on a:
(M2 -n2)2 + (2mn)2 = m* + n? - 2men2 + 4n¥n2 —

— (mz + nz)z OH=cos6

OK=sin®

En donnant & m et n toutes les valeurs pos- D
sibles, on engendt®us les triplets primitifs cos B +sin" =1
pythagoriciens.

Reprenons le triplet célébre (3, 4, 5) :

m n b= = =
2mn  mé-n2 m2+ 2 R+L=%
2 1 4 3 5
3 2 12 5 13 en divisant par &;
4 3 24 7 25
5 2 20 21 27 2 2
5 4 40 9 41 ‘3 + ‘4’ =1
6 5 60 1 61 of B
7 6 84 13 85
8 7 112 15 113 3/5 et 4/5 peuvent étre considérés comme le
8 5 80 39 89 cosinus et le sinus d’'un méme an@le
8 3 48 55 73
4 1 8 15 17 3 4
6 3 36 27 45 OH=C 0K=C

OH? + HM 2= OM? =1
[extrait du tableau qu’on
peut alors formdr Multiplions 6 par 2 :
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On sait que :

r cos B =2cos 0 - 1i~formules connues de

sin 0 = 2 sind Cose'(trlgonometrle

On obtient ici :

>
cos’A‘B:ZXC3’ “1=-1
5

25
sin%:Zx@xﬂ:ﬁ
5 5 25
dou:
- :1
25

ce qui entraine27+ 24 = 2%, Voila donc un
nouveau triplet pythagoricien : (7, 24, 25).

Si maintenant on multipli@ par 3 :

On sait que :

rcos:B =cos 0 - 3 cosd sin’ exformules
xsin 3 = 3co< 0 sind - sir ea‘cqnnues de

trigonomé
trie
On obtient ici :
cos P = “ 3x“ 117
sin P =3x :gf :213 = 44

ce qui donne naissance au triplet pythagori-
cien: (117, 44, 125).

On a donc successivement les triplets
(3,4,5)
(7, 24, 25)
(117, 44, 125)
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On remarque que chacun des enttegst une
puissance de i on continue I'opération, on
aura la succession des résultats suivants :

a6 correspond le triplet (3, 4, 5) c=5
a 2 correspond (7, 24, 25) c=%
a 3P correspond (17, 44, 125) c=5

et vraisemblablement
and correspondra = 5"

Par cette méthode trigonomeétrique, a partir

du triplet (3, 4, 5) on a obtenu les TP dont le
troisieme terme est une puissance de 5.
C’était une des curiositégencontrées dans
notre recherche et que nous voulions faire
partager

Mais revenons a ce qui nous occupe.

Ouvrez vos yeux et appréciez une méthode
pour obtenir des nombres congruents. Voici
d’abord un exemple :

Sia=9,b=40,c=41:
S=1ab=1x9x40=180=5x%6°
2 2
D’autre part :
92 + 407 = 417

Divisons par 8:

2:ﬂ2

On obtient donc un triangle rectangle a cotés
rationnels :

9 40 41
6 6 6

Calculons son air8 :
S':lxgx@ZS

2 6 6

S est un nombre entier : il esbngruent
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D’une maniére générale, at + b2 =c2(@, b, On a donc, grace a ces formules, une bonne
c entiers) et si l'air&S de ce triangle rectanglequantité de nombres congruents ; mais la
de cotés, b, c peut s'écrire sous la forme  chasse a ces nombres est loin d’étre terminée.
Des mathématiciens travaillent encore sur ce
S=k2xR  (Retkentiers) problémeUne des pigtes de recherche a été
I'utilisation de courbes ditealliptiques
alors on peut diviser p&? I'égalité a2 + b? =
c2; on obtient : Nous avons vu que si R est un nombre
congruent, alors il exista, n, k' tels que :
‘a
k

Ce nouveau triangle a cotés rationnels

2+¢£’2:‘E’2 mn (m2-n2) =K 2R 1)

On peut poser :

A - _Rn gy =k R?
k k k X metY ka
a pour aire :
g=lxaxc=1xab Dol :
2 k k 2 g2
2 k= Y m?
=S -k“R-pR R2
k2 2

valeur que I'on reporte dans (1) :
R est un entier. S = R est donc aussi un

nombre congruenOr, grace a la méthode de s oy 2md
Diophante, nous pouvions avoir tous les tri- m n(m<-n9) = xR
plets pythagoriciens : R
a=k(m?-n?) et
b=k(2mn)
c=Kk(m +n2) L _.Rn
X

m et n étant, rappelons-le, des entiers de-pa..

tés diférentes, sans diviseurs communs, avec
m> n, etk étant un entier quelconquealre D’ou :
Sdu triangle rectangle correspondant est :

=1lgp=1xk? 2_n2 ST -3
S 2ab 2><k X (2mn)(m< - n<) X x 2 R
S=kZmn(m?- n?). Sest congruent.
soit, en simplifiant pan* R:
Mais aussi R=mn (m2 - n2) est aussi

congruent. Et si on débarafkeles ses divi 2 2
; : _R°L1_Y°

seurs carrés, on obtient un nouveau nombre 3 % 4

congruentEn faisant varier m et n, nous X X

obtenons ainsi une infinité de nombres

congruents. Dol : Y2=X3-RZX
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On peut tracer les courbes représentatives de
ces fonctions :

On sait que SR est congruent, il y a sur cette
courbe des points P de coordonnées ration-
nellesX etY.

Bien s(r, cette étude nous dépasse. Nous
savons que des critéres existent pour recon-
naitre un nombre congruent, mais c’est un
probléme tres diicile, et, croyons-nous, pas
encore completement résolu.
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