
MATh.en.JEANS 2017-2018  Lycées la Herdrie (Basse Goulaine) et de Carquefou                  

page 1 

Cet article est rédigé par des élèves. Il peut comporter des oublis et imperfections, 

autant que possible signalés par nos relecteurs dans les notes d'édition. 

 

Nombres de Harshad 
 

Année 2017 – 2018 

Élèves chercheurs : Alain Michalopoulos, Florian Guiheux, Théo Leroy , Edouard Ly, Mathis Denis 
(classe de seconde), Guillaume Alexis et Agathe Moreaux (terminale S) 

Enseignants : Driss Badaoui et Jérémie Saint-Blanquet 

Etablissements : Lycée de Carquefou et Lycée La Herdrie (Basse Goulaine) 

Chercheuse : Caroline Robet, Laboratoire Jean Leray, Université de Nantes. 

Présentation du sujet : 

Des nombres un peu particuliers… 

Un entier naturel est un nombre H s’il est divisible par la somme de ses chiffres. Par exemple ͳͺ : ͳ +  ͺ =  ͻ et ͳͺ est divisible par ͻ donc ͳͺ est un nombre H. En revanche, pour ͳ, on a ͳ +   =  ͺ 
et ͳ n’est pas divisible par ͺ donc n’est pas un nombre H. 

— Recherche de ces nombres 

— Propriétés sur ces nombres ? 

— Algorithme permettant de trouver ces nombres 

— Nombres H premiers ? 

— Nombres H consécutifs ?  

Introduction 

Définition : 
 Les nombres de Harshad (ou nombre H) sont caractérisés par leur divisibilité par la somme de 
leurs chiffres. Autrement dit (1)  ∑ �ͳͲ�

= ≡ Ͳ [∑ ��
= ] 

 
avec � entier naturel, désignant le rang du chiffre �. � est le chiffre des unités, �� est le chiffre le plus à 
gauche.  

Exemple : 
18 est un nombre H. La somme des chiffres fait 9, et 18 est divisible par 9. 
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Recherche d’algorithmes 

Détermination des nombres H : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

 
 
Dans ces algorithmes, l’utilisateur peut choisir l’intervalle dans lequel déterminer les nombres H (entre � 
et �). La boucle tant que permet d’isoler et d’additionner un par un, les chiffres des nombres à tester. 
La boucle si permet de poser une condition : il faut que le reste dans la division euclidienne du nombre 
par la somme de ses chiffres soit nul pour que l’algorithme affiche ce nombre H (2). 
 
Vérification d’un nombre H : 

 Le principe est ici relativement le même, si ce n’est qu’au lieu de tester une plage de nombres, 
l’algorithme teste seulement un nombre. 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

Algobox 

Python 

Algobox 

Python 
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Recherche de propriétés des nombres H 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Les seuls nombres premiers et H sont 2, 3, 5 et 7 

Démonstration : 
 Un nombre premier a seulement deux diviseurs distincts dans ℕ : 1 et lui-même. Or, un nombre 
H est divisible par la somme de ses chiffres. Donc, pour qu’un nombre premier soit H, il faut que la 
somme de ses chiffres soit égale à lui-même ou 1. Cela n’est possible qu’avec les nombres à un chiffre. 
2, 3, 5 et 7 sont donc les seuls nombres H premiers. 
 

 

 Le produit d’un nombre H et d’une puissance de 10 est aussi un nombre H 

Démonstration : 
 En multipliant par une puissance de 10, la somme des chiffres d’un nombre ne change pas. On 
peut donc affirmer : ∑ �ͳͲ�

= ≡ Ͳ [∑ ��
= ] ⟺ ͳͲ ∗ ∑ �ͳͲ�

= ≡ Ͳ ∗ ͳͲ [∑ ��
= ] 

 ∑ �ͳͲ�
= ≡ Ͳ [∑ ��

= ] ⟺ ͳͲ ∗ ∑ �ͳͲ�
= ≡ Ͳ [∑ ��

= ] 

 
Conséquence : 
 Il existe une infinité de nombres H pairs. 
 

Nombres H jusqu’à 
1000 
Les nombres H 
consécutifs sont 
surlignés en jaune 
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 Quand un nombre H est composé de � chiffres avec � pair, il possède au maximum � − ͳ 

chiffres impairs.  

Démonstration par l’absurde: 
 Si � est composé d’un nombre pair de chiffres, alors ∑ ��=  est obligatoirement paire (3). De 
plus, on suppose que � possède � chiffres impairs, donc son dernier chiffre est impair, et H est impair. 
Or, un nombre impair n’est jamais divisible par un nombre pair. On aboutit ainsi à une absurdité : H ne 
peut pas posséder n chiffres impairs, seulement � − ͳ maximum, si � est pair.    
 

 La somme ou le produit de nombres H, consécutifs ou non, entre eux n’est pas toujours un 
nombre H. 

Démonstration par contre-exemple : 
 27 et 30 sont des nombres H. Or 27+30=57 n’est pas un nombre H. 
 12 et 81 sont des nombres H. Or 12+81=93 n’est pas un nombre H. 
 

 Mettre un nombre H en puissance ne donne pas toujours un nombre H 

Démonstration par contre-exemple : 
 27 est un nombre H. Or, 272 =729 n’est pas un nombre H 
 63 est un nombre H. Or, 633 =250047 n’est pas un nombre H. 
 

 Si l’on considère deux nombres H comme étant les longueurs de deux côtés d’un triangle 
rectangle, la longueur du troisième côté n’est pas toujours un nombre H 

Démonstration par contre-exemple : 
 27 et 12 sont des nombres H. Or (272 +122)1/2  n’est pas un nombre entier, donc pas un nombre 
H (4). 
 
Conjecture : 
 - Les nombres composés de 3 fois, 9 fois et 11 fois le même chiffre sont des nombres H (5). 
 

Recherche d’une séquence additive permettant de déterminer les 
nombres H 

 
 
Résultats : 

On conjecture qu’il n’existe pas de séquence additive permettant de déterminer les nombres H. 
 

Algorithme Python qui détermine le 
« pas » (nombre à additionner) entre 
chaque nombre H (6) 
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On conjecture que la densité des nombres H diminue lorsque les nombres tendent vers l’infini. En effet, 
la moyenne des 500 premiers pas est de 4,97 environ alors que la moyenne des 8000 premiers pas est de 
7,60 environ. L’écart entre deux nombres H semble donc s’agrandir.  

On pourrait ici essayer de définir une fonction de densité des nombres H, comme cela a été fait pour les 
nombres premiers…(7) 
 

 

Conclusion 

 Les nombres H sont caractérisés par leur divisibilité par la somme de leurs chiffres. On peut les 
déterminer avec des algorithmes sur Python ou Algobox. Les seuls nombres H premiers sont ʹ, ͵, 5 et . 
De plus, ces nombres possèdent quelques autres propriétés, comme le fait qu’ils forment un ensemble 
infini. Finalement, il semblerait qu’il y a de plus en plus d’écart entre deux nombres H, cette conjecture 
est à vérifier avec une fonction de densité…  
  

Tableau présentant la liste des pas des nombres H 
En dégradé jaune (=1) vers rouge (=27), tous les pas inférieurs à 27 
En bleu, tous les pas supérieurs à 27 
54 est le pas le plus grand trouvé entre deux nombres H 
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Notes d’édition 

(1) La notation � ≡ Ͳ[�] (� est congru à Ͳ modulo �) signifie que � − Ͳ = � est divisible par �. 

(2) Dans ces algorithmes, le �-ième chiffre de � (le nombre testé) est obtenu comme la partie entière de �/ͳͲ moins ͳͲ fois la partie entière de �/ͳͲ+ଵ, les puissances de ͳͲ étant calculées par 
multiplications successives. Le reste de la division euclidienne de � par � est codé H%S. 

(3) On suppose ici par l’absurde que tous les chiffres sont impairs, mais bien sûr cette affirmation n’est 
pas vraie en général. 
Il y a aussi une imprécision car  ∑ ��=  correspond à la somme des chiffres d’un nombre à � + ͳ 
chiffres. 

(4) On trouve aussi des exemples où la longueur du 3e côté est un entier mais pas un nombre H :  5ଶ + ͳʹଶ = ͳ͵ଶ,  ͻଶ + ͳʹଶ = ͳ5ଶ ; 5, ͻ et ͳ2 sont des nombres H mais ͳ͵ et ͳ5 non. 

(5) Comme ��� = � × ͳͳͳ et que la somme de ses chiffres est � × ͵, pour vérifier que c’est un nombre 
H, il suffit de vérifier que ͳͳͳ est divisible par ͵, ce qui est bien le cas. De même ͳͳͳͳͳͳͳͳͳ est 
divisible par ͻ car la somme de ses chiffres est ͻ, et tous les nombres dont l’écriture décimale consiste 
en ͻ fois le même chiffre sont des nombres H. 
Par contre ͳͳͳͳͳͳͳͳͳͳͳ = ͳͳ ×  ͳͲͳͲͳͲͳͲͳͲ + ͳ n’est pas divisible par ͳͳ, donc n’est pas un 
nombre H (et aucun nombre dont l’écriture décimale consiste en ͳͳ fois le même chiffre n’est un 
nombre H). 
Mais on peut trouver d’autres exemples de nombres H dont tous les chiffres sont égaux… 

(6) Il s’agit bien sûr des pas entre chaque nombre H et le suivant. L’algorithme recherche les nombres H 
entre � et � comme précédemment, dans l’ordre naturel, et les stocke dans une liste ; il calcule ensuite 
les différences successives entre les nombres consécutifs de la liste et les affiche. 

Par ailleurs l’expression séquence additive permettant de déterminer les nombres H, dans le titre du 
paragraphe et dans le résultat, n’est pas entièrement claire. Il s’agit probablement d’un algorithme qui 
permettrait de prévoir cette suite de différences sans avoir d’abord à déterminer la liste des nombres H. 

(7) La fonction de densité naturelle est la proportion de nombres H entre ͳ et �, qui est fonction de � et 
qui, d’après les calculs faits, semble décroître lorsque � croît. Il s’agit donc plutôt de donner une 
estimation de cette densité à l’aide de fonctions connues, comme il en existe une pour la densité des 
nombres premiers. 

  
 

 
 
 
 
 


