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les nombreﬁ_adiques Introduction.

Cette étude porte sur des nombres inventés
par Mlle Audrey Cousin (1°S), Mlle Carine par les arithméticiens, appelés nombres
Joneaux (1°S), Mlle Sandra Lamberio (1°Spradiques . Wici leur définition :

M. Olivier Chetkowski (TS), M. Loic , : -

Jochault (TS), M. Adrien Sauvez (TS), éleves Ut d'abord le ¢ dep-adique designe un
. L ) ’ nombre premier ¢’ est-a-dire un entier qui

du lycée Romain Rolland d’lvry (94) et mes divisible que par 1 et par lui-méme. I

M. Albert Andinaik, Mile Hortense Disdero,re résente la base de numération dané laquel

Mlle Aline Bouyaud, éléves de 2" du lycée P d

. . e nous travaillons : p est le nombre de
Pablo Picasso de Fontenay sous Bois (94) chiffres (ou de symbolgs) Utilisés.

enseignants : Exemple pour la base 5p(=5) : 0, 1, 2, 3, 4
Mmes Monique CorlgyClaude Parreau sont les chifres allant de 0 @-1. Donc si on
Mmes et M. Lise Bernigole, Jean-Paul choisit un entigrquelconque, on peut I'écrire
Bernigole, Christiane Gued; dans la base p. Par exemple si I’on choisit

206 comme entieon peut écrire

206 = (&x5x5x5) + (35x5) + (1x5) + 1
ou 206 = 1x53 + 3x52 + 1x5 + 1. On
peut encore abréger cette écriture enf131

131P est I'écriture de 206 en base 5.

chercheur :
M. Olivier Piltant

coordination article : Andinaik Albert

Compte-rendu de parrainage :

Nombres p-adiques ? Que signifie cedn veérité, la Donc en generalisant et en simplifiant on

réponse est toute simples’agit de nombres que 'on PEUt €crire tout nombr&en base:
prend dans une base de nombres premiers et infinis A= D
vers la gauche. Exemple : ...125640 base 7. A travers = ...8p... 84383828189

I" éude des opérations usuelles, les éléves des lycées L \ . .
Pablo Picasso de Fontenay sur Seine et Romain [NDLC : si ¢a ne porte pas a confusion, si le

Rolland d’lvry nous ont permis de consolider nos P @ une valeur bien préc_isée par |e_C0nteXt6‘, il
connaissances sur les bases. est tout de méme plus simple d’écrire :

Félicitations aux eleves, qui connaissent leur sujet sur A= ...a,...a4a38521a,
le bout des doigts. ) R ) )
ce qui sera fait a partir de maintenant.]

NI — Les p-adiques, d’autres nombres ? 8 .
p-adi On appelle « nombre p-adique » une telle

Le but est d’étudier des nombres inventés par les gcriture, illimitée vers la gauche, c’est-a-dire
mathématiciens pour mieux comprendre les nombres - comportant une infinité de chiffres écrits de
habituels. Au lieu de 10 chiffres on en utilis€p est droite he. P | 1113132
choisi premier ¢’ est-adire qu'il n'est pas le résultat  dFOI't€ @ gauche. ,ar exemp e...

d une multiplication de nombres plus petits que lui). (avec une infinité de 1 a gauche) est un

Sur le méme principe que I'écriture décimale avee vinombrep-adique (quang = 4).
gule, on considére que les suites de chiffres (éventuel

lement illimitées vers la gauche) représentent des Tout entier positif peut é&re vu comme un
nombres nombre p-adique, un peu particulier : on

Les opérations habituelles sur nombres entiers se géi@Ute une infinité de zeros a gauche de son
ralisent-elles & ces nouveaux nombres ? Les divisig@riture en basp.

sont-elles possibles ?
Maintenant que nous avons défini ce qu'est
un nombre p-adique, NOUS POUVONS VOUS
exposer les régles d’addition et de recherche
d’'opposés, ainsi que les regles de multiplica
tion et de recherche des inverses, avec pour
finir les nombres périodiques.
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L’addition des nombreg-adiques. Cas général

En régle généra'e, |Orsqu’0n ajdltl onne des eccee |_0| d’Audrey 000000000000000000000000000000
nombres entiers usuels, exprimés en base 30jent deux nombres-adiquesA et B écrits
on additionne terme a terme. Par exemple, €en basep.

soient deux nombreset B, on additionne les

unités avec les unités, les dizaines avec les A= ..a,...a4a395818
dizaines avec la retenue éventuelle provenant etB = ...b,...bsb3byb by

de la colonne précédente, ... et ainsi de suite

pour les autres termes du nombre. e @ ...y a3 @ a; g

+ ... bn b4 b3 bz bl bo

...antby ...a4tb, agtbzaytb, a;+by agty
t®p_1... t®3 +®, +®; +®(

Pour I"addition des nombres p-adiques, on
procede de la méme maniére : on les addi-
tionne terme a terme, tout en appliquant le
systéme des retenues. Les calculs se faisant
de droite a gauche, on peut aingeefuer un
addition.

La retenue @ correspond a la retenue éven
€ tuelle de la sommeag+hy) ; elle est addition
née a la sommea+h,).
Prenons un exemple solentp =5 et Le n-eme rang correspond a la somme de
A= ...13241avec une infinité de 1 & gauchda,+b,) + ®,_,, I'éventuelle retenue de la
B =...24122avec une infinité de 2 a gauchecolonne précédente.
On calcule donc en base 5 ; les tth8 &; et
b, formant les nombres p-adiques A et B Lorsgque nous additionnons deux nombres
seront donc compris entre 0 et 4<@; < 4 p-adiques entiers naturels (donc ou il n’y a a
et0< b <4. partir d’'un certain rang, que des zéros vers
® : retenues la gauche), alors I’ addition de ces deux
nombres revient a faire I’addition de deux
® ® entiers en base
infinité¢ de 1 agauchel 3 2 4 1
+ infinité de 2 agauche2 4 1 2 2
1 3

infinité de 3 a gauche4 2 4

Explications :
On utilise les tables de I'addition en base 5 :
1+2=3 on pose le 3

4+2=1 on pose le 1 des unités et le 1
des “dizaines” constitue la
retenue ®

®+2+1=40nposeled

3+4=12 onposele?2etleldevientune
retenue

®+ 1+ 2=4o0npose le 4.

1+2=3 et ainsi de suite pour les
termes suivants ...
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Recherche des opposés. Multiplication desnombresp-adigues.

Tout nombre p-adique A posséde un unique Par définition, la multiplication est une opé-
opposeB tel queA + B = 0. On a trouvé uneration produit associant a deux nombres, I'un
formule pour trouveB : appelé multiplicande, I’ autre multiplicateur,
un troisieme nombre appelé produit.
eecee | Oi A’HOItENSE s00ecccccccocccccocccccoccee
. 8y ...8 a3 @& a ay Lamultplication de deux nombrgsadiques
+...by, ..Dbg by by Dby by sefat suivant latechnique habituelle de la
0 0 0 0 0 0 mul ti pllcatloq de del_Jx nompres entiers,
comme on sait le faire habituellement.
Lorsqu’on multiplie deux nombrgs-adiques

Z%ésoigdiog b01= %—_ag 1o a en base p, on obtient un nombre p-adique
1 1— M 1—-P— L~ L A
donca,+b,=p-1 b,=p-1- a, écrit dans la méme base.

Prenons un exemple :

Par cette formule on a trouvé que -1 en to

base s'écrit Bfenons la base 5 : p = 5. On prendra pour

D multiplicande le nombre A = ...12342 écrit
.(p= V- 1)p- )p-12) avec une infinité de 1 vers la gauche et, pour
multiplicateur le nombre B =...23412 écrit
Pourp=7:-1=...666666 avec une infinité de 2 vers la gauche.
Exemple en base 7 : Voici la grille de table de multiplication
modulo 5 :
infinité de3 a gauche333321
infinité de3 & gauche333346 x o0 12 3 4
infinité de0 a gauched00000 0 0 0 0 00
g 1 0 1 2 3 4
On obtient une infinité de zéros. Chaque ;2:, 8 :2:, Jé_ll ]1‘1 ;g
colonne donne une retenue de 1 mais le 1 4 0 4 13 22 31

n'apparait jamais car « il est a I'infini ».

On pose aors la multiplication et on multi-

bp=p—-ay=7- plie terme & terme.

puisby =p—-1- a;

doncb,=p—-1- a, 1

2 3 4 2
Pour la soustraction au lieu deftuerA — B 2 4 3 1 2
on faitA + (-B) en ayant cherché auparava

lopposé deB carA—B = A + (_B). an prend donc le nomb#eet on le multiplie

par le 2, en utilisant la grille de la table de
multiplication en base 5, tout en appliquant le
systeme des retenues.

...11..12342
X 2
...22..30234

On refait la méme chose en multipliant par 1
et en décalant d’'une colonne.
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..1..12342 p est premier :
X 1.

.11..12342.

Il n'y a pas de zéro (autre que les résultats
des nombres multipliés par zéro) car p n’est

. R .\ divisible que par 1 et lui-méme.
On continue de la méme maniére pour les

autres termes. Puis on additionne : Tous les chifes de 0 -1 apparaissent une
et une seule fois dans chaque ligne de la table
(sauf celle de 0 évidemment). Si on obtenait
dans la ligne de a, a différent de 0, deux
fois le méme résultat pour les colonitest c

(b > c) on aurait ab = ac + multiple de p.
Donc p diviseraita (b — ¢) ce qui est impos
sible carp est premiera et (0 —c) ne sont pas
des multiples de car ils sont compris entre 1
et p—1. [et un nombre premier ne peut diviser
un produit sans diviser I’un des facteurs au
moins.]

N -
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p=5 ppremier

(. 1414143433004

x 0 1 2 3 4
Ici, avec les huit premiéres lignes, seuls les
huit derniers chiffres de notre multiplication c 0 o0 0 0 ©
nt définitifs.
sont définitifs 1 0 1 5 3 4
On peut donc en déduire un théoréme, mais
peut donc en c . e, 2 0 2 4 41 3
trop difficile a écrire car il y aurait trop de
notations a adoptefNDLC : j'ai une note de 3 0 3 1 4 2
la rédaction, mais ... cette marge est trop
étroite pour la contenir]! 4 0 4 8 2 3l

p=7 ppremier

x 0 1 2 3 4 5 6

Grilles de multiplication modula.
o o0 o0 O o o0 o

L_a table modulg est une table de multipliea 0 1 5 3 4 5 6
tion dans laguelle on écrit seulement le der-
nier chifre de la multiplication écrite enbase o 2 4 6 1 3 5
p de A par B. (Dans ces tables, nous avons
marqué en indice le clié de laretenueque3 0 3 6 2 5 L1 A
I'on ajouterait pour calculer dans la numéra
tion a base.) 4 0 4 41 5 2 6 33
Il existe deux cas : 5 0 5 8 o b A 2

6 0 6 5 A 3 4,2 ¢l

* p est premier ;
* pn’est pas premier.
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p n’est pas premier :

Recherche des inversep ppremier).

On trouve des zéros en plus des résultats désverse d’un nombrg-adiqueA, s'il existe,

nombres multipliés par zéro, lorsque le
chiffre est multiple d un diviseur de p ou
diviseur de p. Donc, quand p n’est pas pre-

mier, certains nombres n’ont pas d’inverse.

Par exemple : 83 =15=2x6 + 3. Larete
nue est 2 et le dernier chie 3. [On écrib3.]

p=6 pnon premier

x 0 1 2 3 4 5
O 0 0 0 0O 0 O

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 1 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 A g2
5 0 5 14 3 32 4
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est un nombr® tel queA x B = 1.

(XYY Y] |_0| des inverses-.aooooooooooooooooooooooo
Tout nombrep-adique dont le dernier chié
est différent de zéro admet un inverse et un
seul.

Soit A un nombre non divisible par (p pre-
mier). A = ...a,...a4a3a,a,8,. On cherche
donc I'inverse de A, B = ...b,...b4b3bsb4by
tel que :

- .
x ...bp

...a agay a; agNombreA
...bg bz by by b Inverse deA ?

1 écriture deAly

. €1 0 écriture deAb;p
. ¢, 0 0 écriture deAb,p?
c30 0 O écriture deAbgp3

..0000001

Nous allons donc cherchég tel que le pre
duit aghg se termine par 1. Pour cela, nous
utilisons la grille qui nous permet de trouver
bg correspondant agby = 1, modulop.

* Si gy est le dernier chiffre de A (différent
de 0), il existe un et un seul diné by, tel que
agbg = 1 modulop.

(En effet, ces grilles présentent toujours un
seull sur chaque ligne. Cela a été démontré :
voir Loi d’Albert en annexe).

(Remarque : lorsque p n’est pas premier, ce
n’est pas vrai.)

* 1 — Al est multiple dep, donc 1 -Aby, se
termine parc,0.

« On peut trouver un et un seul d¢refb, tel
queagb,; = ¢, modulo p (grace a la table
modulop).

* 1 —Aby— Ab;p se termine patc,00.

» On peut trouver un et un seul d¢refb, tel
queagb, = ¢, modulo p (grace a la table
modulop).
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On a démontré que I’on pouvait trouver by,
bl et b2.

Par récurrence, on démontre que, si on
trouve un b, jusqu’a un certain rang, on
peut trouver un by, 1.

En efet :

e 1 —Aby—Abp—Ab,p? — ... —Abp" se ter
mine parc,,100...0000 (+1 zéros).

« On peut trouveb,;; tel quegb,iq = Cheq
modulop (grace a la table modufa).

1 =Aby+ Abjp + Ab,p2 + ... + Abp"
1=A(bg+ byp + bop? + ... +bp")
1=ABetB= bnb4b3b2blbo
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Prenons un exemple :

Cherchons I'inverse du nombre p-adiqe
...12231223 écrit avec une infinité de “1223”
a gauche. Prenons= 7. [On utilise la grille
de multiplication en base 7.]

O Premiere étape :

... 1223 ...12231223
X bo

0000000000001

Nous effectuons le premier calcul expliqué
auparavant de telle sorte quel) = 1. Dans
la grille, nous trouvonbg = 5.

[0 Deuxiéme étape : nous cherchons mainte
nant le chifre b;.

... 1223 ...12231223
X b15

.......... 64516451 —~ Ax5

0000000000001

On efectue 1 -A x 5. Le résultat de la sous
traction se termine par un 2. Donc, a l'aide de
la grille, nous cherchorts;, de telle sorte que

3 x by se termine par un 2. On obtient alors
bl =3.

O Troisieme étape : nous cherchons mainte
nant le chifre b,.

... 1223 ... 12231223
X b,35

.......... 64516451 —~ Ax5
......... 40024002. —~ Ax3x7

0000000000001

De nouveau, nous cherchons le dernier
chiffre du résultat de 1 — Ay, — Ab;p. Nous
trouvons 2. Puis nous cherchamsde telle
sorte queb, x 3 se termine par un 2. Dorg,
=3.
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OO0 Ensuite, les prochaines étapes sont rép&oit n le nombre p-adique ...21212121 en
tives et il n’est peut-étre pas nécessaire de bEsep = 7.n peut s’écrire aussi ainsi :

répéter une a une. |l faut simplement savoir

gu'il faut soustraire a chaque fois, le produit

du nombrep-adiqueA du produit précédent.
On obtient finalement :

... 1223 ...12231223
X ... 5650335

.......... 64516454 Ax5
......... 40024002~ Ax3x7
........ 40024002. « Ax3x7x7
....... 00000000. . « AXOx7x7x7
...... 64516451. . . « AXSX7X7XTXT7
et ainsi de suite . . ..
(?) etius ed isnia te . . ..

..... 0000000000001

[NDLR : En pratique, pour calculés ., on
choisit tout d’ abord le dernier chiffre (= le
plus a droite), disons,, du produitA x b;, 1
de telle maniére que la somme des chiffres
figurant au-dessus dans la méme colonne,
augmentée de la retenue éventuelle de la

n=21x...01010101
-1 peut s’écrire également en base 7 :
-1 =66x...01010101

doncn/ (—1) = 21/ 66 (écrits en base 7)
d'oun=-21/66 (écrits en base 7)

Un nombrep-adique périodique a partir d'un
certain rang peut se transformer padique
périodique par addition ou soustraction :

Soitn’ le nombrep-adiquen’ = ...306306221
en base 7. Nous observons que

...306306221 + 055 = ...306306306.

Conclusion.

Voila ce que nous avons obtenu au cours de
cette année. Nous avons remarqué que nous
pouvons faire plus de choses avec les
nombres p-adiques qu’avec les nombres
entiers (par exemple les soustractions, les
inverses). Nous avons lu, dans un articléade
Recheche que les nombres p-adiques sont

somme de la colonne précédente, donne pdiune trés grande utilité.

résultat O (modulo 7) ; on utilise ensuite la
table de multiplication pour déterminer b,
de sorte qu®;;q X 3 =Cj41.]

Division desp-adiques.

Dans certains cas, tel celui du « théoréme de
Fermat » (récemment démontré par Wiles,
voir le Glossaire en fin de volume), la
démonstration utilise plusieurs fois les
nombresp-adiques de fagon essentielle, alors

Cette méthode de recherche des inverses nqus I’ énoncé ne porte que sur des entiers.

a aussi permis de faire des divisions entre
deux nombres p-adiques, car diviser par un

Pour le comprendre, il faut remarquer que
pour qu’une équation ait une solution entiéere,

nombreA, revient a multiplier par son inver il est necessaire qu’elle ait une solution p-

Se.

Nombrep-adique périodique.

Les nombres p-adiques périodiques sont
rationnels, c’ est-a-dire sont quotient de
deux entiers p-adiques Pour voir cela, on
utilise —1 qui s’écrit

- (P-DP-DP-1)

en base. En base 7p(= 7), nous avons -1 =

adique et cela pour chagpremier

De plus les méhodes p-adiques n’intervien-

nent pas qu’en mathématiques pures. On les

voit maintenant apparaitre dans des domaines
inattendus : la physique théorique, les proba
bilités [NDLC : tiens ? Je croyais que

c’ étaient des maths pures ?] et peut-étre
découvrira-t-on un lien étroit avec la réadité
physique.

...6666. Avec ce nombre, on peut transformer
les nombreg-adiques périodiques de base 7.
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Annexe

— Afin de démontrer que tout nhombre non
divisible parp a un inverse modulp.

eecee | Oi d’AIDErt seececceccecceccscceccscceccece

Soit n, p premiers entre eux avec n < p ; il
existea, b entiers telsquan+bp=1.

D’abord,prenons un exemple.

Cas général

Pour résoudre ce probleme, nous le ramenons
donc au méme probleme mais avec des
entiers n et p de plus en plus petits. 11 nous

faut efectuer pour cela une suite de transfor
mations :

1.— (n, p) donne K, p’) avecp’ = p—kn et
0O<p'<n

2.— (n, p’) donne @, p) avecn’ = n-K p
etO<n' < p’

Exemple :n =13 etp = 59 ; soit a résoudreRemarque : on peut avg¥ = 0 uniquement

13a+59b=1.

59=13x4+7

13a+b(13x4+7)=1
13@+4b)+7b=1
138+ 7b=1ave@ =a+4b

On passe du couple (158) au coupl€l3,7).

13=7x1+6
(7x1+6)a+7b=1
6a+7@+hb)=1
6a+7b=1lavedb’=a +b

On passe du couple (13, 7) au couple (6, 7).

7=6x1+1

6@ +b)+b=1
6a’+b =1aveca’'=a + b’

On passe du couple (6, 7) au couple (6, 1).

On prendg” =0 etbh’ = 1.
Ontrouvea’ =-1;b=2;a=-9.

Vérification : —9x 13 +2x59=1

-7 + 18 =1
donc 13 a pour inverse —9 modulo 59.
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dans le cas oo = 1 puisquep et n sont pre
miers entre eux. On s’arréte alors au stade 1.

on peut avoim’ = 0 uniqguement dans le cas
oup =1(demémen’ et p sont premiers
entre eux ; voir plus loin).

donc on arrive a (1, 0) ou a (0, 1) oung p’)
avecn < p' < n<p. Sinon on a un nouveau
couple @, p’) avecn’ < p etn’, p’ premiers
entre eux :

Sionap =Ap’etn =An’" dou
p=kn+Ap”

N=KAp’+n’ A=AKp’'+n")
p=kA (Kp'+n’)+Ap"
p=A(k(K p"+n")+p")

p et n sont premiers entre eux dohc= 1 et
doncp’ et 0’ sont premiers entre eux.

En effectuant pluseurs fois les transforma-
tions précédentes on arrivera soit a (0,1) soit
a(1,0).

Réciproquement : si on a trouaéet b’ tels
quea n' + b’ p =1, on peut trouvea et b
tels quean+ bp = 1. Donc on peut, a partir
de (1, 0) ou (0, 1), revenir jusgu’a (n, p) et
résoudre le probléme initial.
Démonstration :

a(nm-kp)+bp=1

an+ (b -ak)p-=1
an+({-ak)(p-kn=1
(@-bk—-akkkn+® —-a k) p=1avec
a=a-bk-akketb=b -a k.



