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Sujet
Construction de nombres par décalage.
Prenons le nombre 14. Multiplions-le par 2 et décalons

le résultat d’une ligne et de 2 rangs vers la droite. Si
nous continuons le processus, nous obtenons :

0,140000000000000000000000000000
0,002800000000000000000000000000
0,000056000000000000000000000000
0,000001120000000000000000000000
0,000000022400000000000000000000
0,000000000448000000000000000000
0,000000000008960000000000000000
0,000000000000179200000000000000
0,000000000000003584000000000000
0,000000000000000071680000000000
0,000000000000000001433600000000
0,000000000000000000028672000000
0,000000000000000000000573440000
0,000000000000000000000011468800
0,000000000000000000000000229376
0,000000000000000000000000004588
0,000000000000000000000000000092
+ 0,000000000000000000000000000002
0,142857142857143857142857142857...

Si1 nous additionnons, nous obtenons une suite de
chiffres qui est surprenante : elle est périodique.

Nous pouvons, de plus, reconnaitre le début du déve-
loppement décimal de 1/7

Une question se pose alors :
Obtient-on toujours une suite périodique ?

Mots-clés

FRACTION, DECALAGE, DECIMALE, ECRITURE DECIMALE,
PERIODIQUE, RATIONNEL, SERIE GEOMETRIQUE, SOMME INFINIE

119

Pour répondre a cette question nous avons fait une
série de calcul a la main avec différentes multipli-
cations et différents décalages.

Dans la plupart de nos calculs nous avons obtenu des
suites périodiques. Ensuite, nous avons utilisé Excel
pour mettre en évidence nos calculs.

Par exemple : 7x9 avec un décalage de 2.

0,700000000000000000000000000000
0,063000000000000000000000000000
0,005670000000000000000000000000
0,000510300000000000000000000000
0,000045927000000000000000000000
0,000004133430000000000000000000
0,000000372008700000000000000000
0,000000033480783000000000000000
0,000000003013270470000000000000
0,000000000271194342300000000000
0,000000000024407490807000000000
0,000000000002196674172630000000
0,000000000000197700675536700000
0,000000000000017793060798303000
0,000000000000001601375471847270
0,000000000000000144123792466254
0,000000000000000012971141321963
0,000000000000000001167402718977
0,000000000000000000105066244708
0,000000000000000000009455962024
+ 0,000000000000000000000851036582

0,769230769230769230769230769230...

3x12 avec un décalage de 2.

0,300000000000000000000000000000
0,036000000000000000000000000000
0,004320000000000000000000000000
0,000518400000000000000000000000
0,000062208000000000000000000000
0,000007464960000000000000000000
0,000000895795200000000000000000
0,000000107495424000000000000000
0,000000012899450880000000000000
0,000000001547934105600000000000
0,000000000185752092672000000000
0,000000000022290251120640000000
0,000000000002674830134476800000
0,000000000000320979616137216000
0,000000000000038517553936465900
0,000000000000004622106472375910
0,000000000000000554652776685109
0,000000000000000066558333202213
0,000000000000000007986999984266
+ 0,000000000000000000958439998112
0,340909090909090909090909090909...
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[Attention, les derniers chiffres des additions montrées
ici résultent de I’addition de chiffres non visibles mais
présents dans les écritures du tableur Excel]

3x19 avec un décalage de 2.

0,300000000000000000000000000000
0,057000000000000000000000000000
0,010830000000000000000000000000
0,002057700000000000000000000000
0,000390963000000000000000000000
0,000074282970000000000000000000
0,000014113764300000000000000000
0,000002681615217000000000000000
0,000000509506891230000000000000
0,000000096806309333700000000000
0,000000018393198773403000000000
0,000000003494707766946570000000
0,000000000663994475719848000000
0,000000000126158950386771000000
0,000000000023970200573486500000
0,000000000004554338108962440000
0,000000000000865324240702864000
0,000000000000164411605733544000
0,000000000000031238205089373400
0,000000000000005935258966980940
0,000000000000001127699203726380
0,000000000000000214262848708012
0,000000000000000040709941254522
+ 0,000000000000000007734888838359

0,370370370370370370370370370370...

Faisons la conjecture suivante :

Nous obtenons toujours une suite périodique [a
partir d’un certain rang].

Nous savons que 0,14 multiplié par 2 avec un décalage
de 2 rangs vers la droite revient a multiplier 0,14 par
0,02. Nous avons donc travaillé sur la partie décimale,
c’est-a-dire les chiffres apres la virgule. Le terme
correspondant a notre premier exemple est :

0,14 x0.02
Celui d’apres :
0,14 x0,02 x 0,02 =0,14 x 0,022
Le suivant est
0,14 x 0,027
C’est ce qu’on appelle une suite géométrique.
En additionnant tout ces termes, nous obtenons ceci :
0,14+0,14x0,02+0,14 x 0,022 ...
[On somme ici un nombre fini de termes]
En factorisant, on obtient :
0,14x(1+0,02+0,022+...)

Nous savons, a I’aide de la théorie de la suite géomé-
trique que, si nous ajoutons tous les termes entre
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parentheses, on obtient :
1+0,02+0,022+...=1/(1-0,02)
[On somme ici un nombre infini de termes : le résultat
ou 1’égalité indique en fait une limite, n’est valide que
si la raison de la suite (0,02 dans I’exemple traité) est
inférieure a 1]
Dans notre cas, cela donne :
0,14 x (1/1-0,02) = 0,14/0,98
=1/7 =0,142857142857...

Nous constatons que la somme des termes est une
écriture fractionnaire, ou une fraction.

Nous savons, par ailleurs, que la partie décimale du
quotient de la division de deux nombres décimaux est,
a partir d’un certain rang, périodique.

Le calcul proposé meéne donc toujours a une suite
périodique.
Nous avons démontré la conjecture.

[Note. Le résultat, qui est montré ici dans le cas de 0,14
x 2 avec décalage de 2 se généralise facilement a tous
les cas ou le facteur multiplicatif (décalage compris)
est inférieur a 1.

Il faudrait toutefois s’assurer que ce sont bien les
mémes chiffres qui apparaissent dans les sommes
finies des termes de la suite géométrique et dans 1’écri-
ture décimale illimitée de la fraction obtenue comme
limite de la somme infinie . ]
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