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1 Présentation du sujet

Nous allons dans ce document nous intéresser au probleme isopérimétrique dans un
triangle, que nous résoudrons par le biais de la géométrie et de I'analyse, puis nous élargirons
au cas du quadrilatere, des polygones a n cOtés et enfin au cas général d'une surface dans le
plan.

Le probleme auquel nous allons nous intéresser ici est le suivant :

Un berger possede 300 m de fil barbelé et trois piquets.

Comment doit-il placer ses piquets pour que ses moutons aient un maximum
d’herbe a brouter ?

2 Conjectures et résultats obtenus

Afin de résoudre ce probleme, nous avons dans un premier temps cherché quel était
le triangle de périmetre minimal pour une base et une aire donnée, et nous avons montré
que celui-ci était isocele. Puis nous avons trouvé analytiquement que cette méme situation
donnait également le triangle d’aire maximale pour une base et un périmétre donné. Nous
avons ensuite cherché quel type de triangle donnait la plus grande aire, et avons montré par
I’absurde que le triangle équilatéral était bien la situation optimale.

3 Résolution

3.1 Un triangle de périmetre minimal pour une aire et une base données

Proposition 1
Le triangle ABC de base AB et d’aire o/ qui a le plus petit périmetre est le
triangle ABC isocele en C.

Soit un triangle ABC d’aire «/ et de base AB de longueur b fixées. Comme <« = b x h/2,
on a également £ fixé.
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On cherche le point Cy tel que ABCy soit de péri-
metre minimal. On place donc deux points A et B tels
que AB = b et une droite (d) parallele a (AB) tels que
les projetés orthogonaux A; et B; de A et B sur (d)
soient tels que AA; = BB; = h. On a alors C € (d) (on
o) / restreint les solutions d'un seul c6té de (AB), 'autre

étant le symétrique). Soit Ay le symétrique de A par

rapport a (d); on a alors, par symétrie : BC+ CA =

" BC + CAyp. D’apres I'inégalité triangulaire, le chemin

le plus court pour aller de B a Ay estle segment [AB]

(voir Fig. 1 ci-contre), or ce segment passe par (d)

FIGURE 1 - Le chemin le plus court en un point Cy milieu du segment [AgB]. En effet, le
estle segment [AgB] (figure réalisée triangle AgA;Cy est semblable au triangle AgAB car
avec le logiciel Geogebra) (A1B1)//(AB); etavec AgA;/AgA=1/2,0n a, d’apres

le théoreme de Thales, A()C()/A()B =ApA; /A()A =1/2.
On adonc ApCy = CoB & ACy = CyB, qui est la configuration d'un triangle isocele.

On en déduit que le triangle ABC de périmeétre minimal pour une base AB fixée et une

aire donnée est le triangle ABC isocele en C.

Remarque Ce résultat ne nous permet pas de dire quel triangle a une aire maximale
pour une base et un périmetre donnés, mais seulement qu’il existe un triangle de méme
aire mais de périmetre plus petit, si celui-ci n’est pas isocele.

3.2 Un triangle d’aire maximale pour un périmeétre et une base donnés

Proposition 2
Le triangle ABC de base AB et de périmetre P qui a la plus grande aire est le
triangle ABC isocele en C.

Soit un triangle ABC de périmetre P donné et de base AB de longueur b. On cherche un

triangle tel que la hauteur issue de C soit la plus grande possible. On se place alors dans
un repére orthonormal (O; I; J) dans lequel les points A et B sont sur I’axe des abscisses, de
coordonnées respectives A(—b/2;0) et B(b/2;0). On prend x et y pour coordonnées de C, on
obtient: [1]

P-b=AC+CB=\/(x+Db/272+ y2+\/(x—~bl2)2 + y?

On en déduit :

(P=b)—\/(x=DbI2)2+ y2 =/ (x + bI2)2 + y?

En mettant I'expression au carré on obtient :
(P—b)?=2(P—b)\/(x—DbI2)2+ y2 + (x— bI2)* + y* = (x + b/2)* + ?
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Puis en développant et simplifiant :

(P=b)?>=2(P—b)\/(x—bI2)2+ y2 + x* —bx + b*/4 = x* + bx + b*/4
& (P-b)?-2(P-b)y\/(x—b/2)2+y2—bx =bx
& (P-b)?=2bx=2(P—-b)\/(x—bl2)2 +y?

On divise par2(P-b)carP>b< P-b>0=>2(P-b)#0etona:

P-b bx s
5 P_b—\/(x bi2)*+y

On met alors I'expression au carré et on simplifie :

(P - b)? b x? s o
-bx+-——-==(x-b/2
2 x+(P—b)2 (x ) +y
P_bZ b2 2
c)( 2 ) —bx+(P_xb)2:xz—bx+l92/4+y2
p_b2 b2 2
c)( ) al =x*+b*/4+y°

+
4 (P - b)?
On peut alors regrouper les termes comme ci-dessous :

b? (P-b)%-b?
2 _ 2:—
* (1 (P—b)2)+ 1

de plus,on a:

2

b2
(P-b)>b>0=>(P-b)?’>bh’>001> >o©o<(1— )<1

(P—b)? (P - b)2
et , )
P-b)-b
(P—b)>b>0:>(P—b)2>b2©(P—b)Z_b2>0©+>0
C’est a dire une équation de la forme :
£ 2

avec 1 > a >0et >0, qui est]'équation d'une ellipse (voir Fig. 2).
Laire «f d’'un triangle de base b et de hauteur / est :

bxh
2

of =
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FIGURE 2 - Ellipse construite en fixant une base AB et un périmetre avec le logiciel Geogebra

ici, la hauteur de notre triangle est |y|, donc:

_ b x|yl
2

-

On sait que |y| = v/¥2, donc maximiser </ pour b fixé, c’est maximiser |y|, ce qui revient a
maximiser y/y?, et donc & maximiser y2. [2]

D’apres (1), y? est maximal lorsque x = 0, c’est-a-dire lorsque le point C se trouve sur la
médiatrice du segment [AB], qui est la configuration d'un triangle isocele en C.

On en déduit que pour un triangle ABC de base AB et de périmétre P, le triangle qui a
la plus grande aire est le triangle ABC isocéle en C.

3.3 Un triangle isocele d’aire maximale pour un périmetre donné

Comme pour un triangle ABC de base AB et de périmetre fixés, le triangle qui a la plus
grande aire est le triangle ABC isocele en C, nous allons désormais déterminer la longueur
optimale de la base pour un triangle isocele de périmetre fixé, puis nous démontrerons d'une
autre facon ce résultat, par I'absurde.

Proposition 3
Le triangle ABC d’aire maximale pour un périmetre donné est le triangle équi-
latéral.
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Solution analytique Soit un triangle ABC isocele en C et de périmetre P fixé. On nomme
b lalongueur de la base AB du triangle et on calcule son aire en fonction de b sur ]0; P/2[ :

72 2
mzibxﬂu) (Y
2 2 2

1 P2 Pb b*> b?
= bhx{/———— ——

2 4 2 4 4

1 p (P
T

2 2\2

1 /P p
:—\/jbxw——b

2V 2 2

Maximiser |'aire revient a maximiser le carré de ’aire, on obtient donc :

PR

:£(£b2_b3)
812

On cherche alors les variations de (= (b))° sur 10; P/2[ : [3]

(®)*) =0; belo;Pr2I

P
@g(Pb—sz) >0; be]0;P/2]

P
@Eb(P—?)b) =0; bel0;P/2]
< bel0;P/3]

La fonction (s (b))2 est donc croissante sur ]0; P/3] et décroissante sur [P/3; P/2], etil en est
de méme pour la fonction </ (b) qui est strictement positive sur cet intervalle.

On en déduit que l'aire du triangle est maximale lorsque b = P/3, c’est-a-dire lorsque
le triangle est équilatéral.

Démonstration par 'absurde Soit un triangle ABC non équilatéral de périmetre P qui a
la plus grande aire possible pour ce périmetre. Il existe alors dans ce triangle deux cOtés
adjacents a et b tels que a # b, or on peut construire un triangle isocele tel que a’ = b’ et
a +b' = a+ b de périmetre égal mais dont 'aire est plus grande (voir section précédente,
proposition 2), ce qui contredit I'hypothése de départ selon laquelle ce triangle a la plus
grand aire possible pour ce périmetre fixé.

Le triangle ABC, pour avoir I'aire maximale, doit donc étre équilatéral; or, il n'existe
qu'une seule configuration de triangle équilatéral pour un périmetre donné (AB = BC =
AC = P/3).
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4 Conclusion

Le berger doit donc placer ses piquets de maniere a créer un triangle équilatéral, de coté
100 m dans notre cas, afin que ses moutons aient un maximum d’herbe a brouter.

5 FElargissements

5.1 Un polygone a 4 cotés d’aire maximale pour un périmetre donné

Proposition 4
Le carré est le polygone a quatre cotés d’aire maximale pour un périmetre
donné.

On peut montrer dans un premier temps par 'absurde que le quadrilatere d’aire maxi-
male est un losange. Soit un quadrilatére convexe ! qui n’est pas un losange et qui a l'aire
maximale pour un certain périmetre donné. Il existe donc deux cotés [4] a et b tels que
a # b, or on peut construire un autre quadrilatere tel que @’ = b’ et @’ + b’ = a+ b dont 'aire
est plus grande (voir partie triangle isocele), ce qui contredit '’hypothése selon laquelle ce
quadrilatére a une aire maximale.

Le quadrilatére d’aire maximale doit donc étre un losange. Il existe plusieurs configu-
rations de losanges, il faut déterminer celle qui donne I'aire maximale. L’aire d'un losange
s’exprime de la forme suivante (avec a 1’angle formé par I'un des cOtés avec la base choisie) :

P P P Pz
A =bxh=—xh=—x—sina=— xsina
4 4 4 16
qui est maximale lorsque a = 7, c’est-a-dire lorsque I'angle a est droit. Un losange avec un
angle droit est un carré, et il n’existe qu'une seule configuration de carré pour un périmetre
donné, c’est donc le carré qui a I'aire maximale.

5.2 Un polygone a n cotés d’aire maximale pour un périmétre donné

On peut conjecturer que le polygone a n co6tés d’aire maximale pour un périmetre donné
est régulier, on se propose ici de démontrer uniquement le cas n € 2N.

Proposition 5
Le polygone a n c6tés (n pair) d’aire maximale pour un périmetre donné est
régulier.

1. un polygone concave, en effet, a toujours un équivalent convexe de méme périmetre mais dont 'aire est
plus grande : une partie du polygone « tournée vers l'intérieur » réduit l'aire, alors qu'une partie « tournée vers
I'extérieur » augmente 'aire
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Soit un polygone convexe a n cotés dont tous ne sont pas égaux et qui a l’aire maximale
pour un certain périmetre donné. Il existe donc deux cotés [4] a et b tels que a # b, or on
peut construire un autre polygone tel que @’ = b’ et a’ + b’ = a+ b dont l'aire est plus grande
(voir partie triangle isocele), ce qui contredit I'hypothése selon laquelle ce polygone a une
aire maximale.

Le polygone d’aire maximale doit donc avoir tous ses cotés égaux. Il existe néanmoins
plusieurs configurations de polygones a n c6tés dont tous les cotés sont égaux, en particulier
quand 7 > 3. Il faut donc déterminer lesquels ont une aire maximale.

Soit un polygone équilatéral convexe a n cotés, tel que n =2p, p € N, qui a 'aire maxi-
male pour un certain périmetre donné mais qui n’est pas inscriptible dans un cercle. On
coupe le polygone avec une diagonale [A; Ap] en deux polygones de méme périmetre (voir
Fig. 3 page 10), et donc méme aire 2.

Soit A; un sommet du polygone, différent de A; et de A, on a alors, avec a = m,
I'aire du triangle : <74, 4, Ay = %AlAi x AjApsin(a) qui est maximale pour a = % (triangle rec-
tangle). Si & # 7, alors il est possible de construire un autre demi-polygone A;A;--- A, tel
que a = %, sans modifier les valeurs de A;A; et de A;A,, mais seulement celle de A; A,
de telle sorte que A;A; A, ait une aire plus grande; [5] et comme les autres sections du
demi-polygone ne sont pas modifiées (les sections A, --- A; 1 A; et A;A;_1--- Ay peuvent res-
ter identiques comme les longueurs des deux segments restent les mémes), on a alors une
demi-aire plus grande, et le symétrique de ce demi-polygone peut étre utilisé de I'autre coté,
pour former une aire totale plus grande.

Lorsqu’un polygone ne possede pas tous ses sommets sur un méme cercle, il est alors
possible de construire un autre polygone plus grand avec la méthode que nous venons de
voir. Un polygone d’aire maximale devrait donc avoir tous ses points sur un cercle de dia-
metre [A; Apl, ce qui contredit 'hypothese selon laquelle ce polygone n’est pas inscriptible
dans un cercle.

Le polygone d’aire maximale doit donc étre inscriptible dans un cercle, en plus d’étre
équilatéral, or un tel polygone existe : c’est un polygone régulier.

Remarque Nous n'avons démontré ce résultat que pour les polygones possédant un
nombre pair de cotés, il reste donc le cas impair a résoudre.

5.3 Linégalité isopérimétrique

On s’intéresse désormais au cas général d'une surface dans le plan.

Proposition 6
Le disque est la figure d’aire maximale pour un périmetre donné.

2. ¢’ils n'ont pas la méme aire, on peut utiliser le modeéle de la partie la plus grande pour construire I'autre
partie, et le polygone considéré n’a donc pas 'aire maximale
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Soit un polygone régulier a n cotés, de périmetre P. Lapothéme & de ce polygone, c’est-
a-dire la distance entre le centre du polygone et chacun des cotés, est égal a3 :
b 1 P

h=—x =
2 tan(3x %) 2ntan(%)

L'aire du polygone est la somme des aires de tous les triangles isoceles qui le composent :

1 P P) P2

dn:nX(leXh):nx(—x_x —
2 2 n 2ntan(%)) 4ntan(%)

En étudiant les variations de I'aire en fonction du nombre de c6tés, on doit pouvoir montrer
que plus il y a de cotés a un polygone régulier, plus son aire a périmetre fixé est grande.
On a également, pour 7 €]0;7/2[ :

Ty T /4
tan(—) >—© 4ntan(—) > 47
n/ n n
p? p?

_— < RN

4ntan(y) 4m
qui correspond finalement a I'aire du disque :

PZ

T 4n

p\2
2
ddisque =nR"=nm (g)
Le disque est la figure qui maximise |’aire, car tous les points qui le délimitent doivent faire
partie d'un méme cercle pour donner une aire maximale (cf. section précédente). On a ainsi
. . L . 2 e .
A, qui est croissant et majoré, et qui converge vers f—n lorsque n tend vers l'infini.
On peut donc établir I'inégalité suivante, appelée inégalité isopérimétrique, qui établit
pour toute surface de périmeétre P et d’aire < :

p? P2
> &

— > >1o P?—4nd >0
47 41

3. on se place dans un triangle isocele ayant pour base b un c6té du polygone régulier et pour sommet le
centre du cercle circonscrit au polygone
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6 Notes d’édition

[1] Les auteurs cherchent ici a déterminer la position possible de C par rapport
aux points A et B, c’est ce qu’on appelle un probleme de lieu géométrique.

[2] «a et B valent ici respectivement (1 — (Pl_’zb)z) et £ _bf_bz, qui sont fixés, donc
maximiser y2 revient a minimiser x2, donc a minimiser x.

[3] Les variations de f sont trouvées par les auteurs en calculant le signe de sa
dérivée, ici notée f’: quand la dérivée est positive, f est croissante, quand la dérivée
est négative, f est décroissante.

[4] a et b sont consécutifs, comme dans la démonstration par I’absurde de la pro-
position 3.

[5] La construction des auteurs vise a placer le sommet A; dans le cercle de dia-
metre A Ap.
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FIGURE 3 - Polygone équilatéral réalisé avec Geogebra
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