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Cet article est rédigé par des élèves. Il peut comporter des oublis et imperfections, 
autant que possible signalés par nos relecteurs dans les notes d'édition. 
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Présentation du sujet 
 

 
Combien d’écrans voit-on à l’intérieur du premier écran ?  
— Quelle est l’aire de ces écrans ? 
— Mêmes questions pour les écrans à l’intérieur de ces petits écrans ? 
— etc...qu’obtient-on « à l’infini » ?  
De même pour les périmètres 
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I. Approche du problème : division des longueurs par 3 :  
1. Entrée dans le problème :  

 
Dans un premier temps nous avons dessiné un exemple à partir d’un écran mesurant 27cm de large et 42cm de 
long.  Puis nous avons dessiné dans ce rectangle, 9 petits rectangles en divisant chaque longueur par 3.….. 
 

 
 

Pour aller plus vite : nous avons simulé la situation sous GeoGebra en créant deux curseurs a et b : a représente 
la largeur du rectangle et b sa longueur.  
AMCD a été divisé en 9 puis à nouveau en 9 petits rectangles. 
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Lors de la première étape de construction, le rectangle est recouvert de 9 sous-rectangles de dimensions 14 cm 
de long et 9 cm de large. Chacune des aires des petits rectangles est égale à  126cm². 
Lors de la seconde étape de construction le rectangle recouvert de 9 petits sous-rectangles sont eux aussi divisés 
par 9, ce qui ferait qu’il y aurait 81 sous-rectangles.  
Ainsi de suite …… 
 

2. Illustration sur un  tableur et premières conjectures:  

• Pour les aires :  

 
Afin d’observer l’évolution des aires de ces rectangles successifs, nous avons décidé d’utiliser le tableur : 
Sur le tableur :  
En D3 : on tape : =D2*9 
A chaque étape de construction la longueur des côtés du nouveau rectangle est divisée par 3 par rapport au 
précédent donc son aire est divisée par 9.   
En A3, on tape : =A2/3 
En B3 : on tape : =B2/3 
En C3 : =A3*B3 
Aire totale : en E3 : =C3*D3 
 
Nous remarquons donc que la somme des aires des petits rectangles semble égale à l’aire du grand rectangle. 
 
On conjecture que  l’aire de chaque rectangle tend vers 0, ce qui nous pousse à se demander comment prouver 
que la somme infinie de toutes les aires de rectangles tendant vers 0 peut être égale à celle du grand rectangle 
d’origine. 
 
Démonstration :  
--> a l'étape 1, A1 : a u b 

--> à l'étape 2(2), A2 : a
n 
u b

n
 u9 

--> à l'étape 3, A3 : a
n²
u b

n²
u9²=ab 

©̈
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¹̧
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n²

2
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--> à l'étape k, Ak = a
nk-1u

b
nk-1 

 u9k-1 = ab
©̈
§

¹̧
·9

n²

k-1
 

Donc si n= 3 alors 9
3²

 = 1 donc Ak = ab  donc l’aire(3) est constante. 

Au final, comme il n’y aucun blanc entre chaque petits rectangles et que ceux-ci rentrent toujours dans le 
rectangle de rang supérieur, la somme des aires de tous les rectangles à partir du rang 2 est toujours égale à 
l’aire du grand rectangle de départ. 

 
• Pour le périmètre :  

Nous avons calculé le périmètre de chaque rectangle.   
Nous avons donc fait : 2a + 2b pour la première étape, puis au fur et à mesure pour avoir les longueurs de 
chaque côté des rectangles, nous avons divisé les longueurs initiales par 3. Nous avons tenu à faire un tableau où 
nous résumons les différents résultats.  
 Ainsi en A3 on a tapé = A2/3 de même en B3 on a = B2/3 
En C3, on tape : =C2*9  En D3 on tape : =D2/3  En E3 on tape : = D3*C3 
 
Ainsi nous avons obtenu :  
 A B C D E 

1 valeur de a valeur de b nombre de rectangles périmètre périmètre total 
2 42 27 1 138 138 
3 14 9 9 46 414 
4 4,6666666667 3 81 15,3333333333 1242 
5 1,5555555556 1 729 5,1111111111 3726 
6 0,5185185185 0,3333333333 6561 1,7037037037 11178 
7 0,1728395062 0,1111111111 59049 0,5679012346 33534 
8 0,0576131687 0,037037037 531441 0,1893004115 100602 
9 0,0192043896 0,012345679 4782969 0,0631001372 301806 
 0,0064014632 0,0041152263 43046721 0,0210333791 905418 
 0,0021338211 0,0013717421 387420489 0,0070111264 2716254 
 …….     
 9,75684071267589

E-007 
6,27225474386307
E-007 

1853020188851840 3,20581909130779
E-006 

5940447498 

 3,25228023755863
E-007 

2,09075158128769
E-007 

16677181699666600 1,06860636376926
E-006 

17821342494 

 1,08409341251954
E-007 

6,96917193762563
E-008 

150094635296999000 3,56202121256421
E-007 

53464027482 

 3,61364470839848
E-008 

2,32305731254188
E-008 

1350851717672990000 1,18734040418807
E-007 

160392082446 

 0,000000012 7,74352437513959
E-009 

1215766545905690000
0 

3,95780134729357
E-008 

481176247338 

 0,000000004 2,5811747917132E
-009 

1094189891315120000
00 

1,31926711576452
E-008 

144352874201
4 

 
Conjecture : La somme des périmètres de tous les rectangles semble tendre vers +∞ 
Démonstration : ( cas n = 3) 
 
A l'étape 1   P1 = 2(a+b) 

À l'étape 2   P2 = 2(a+b)
3 

u 9 = 2(a+b) u3 

On divise les longueurs par 3 et il y a 9 rectangles au total 
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À l'étape 3   P3 = 2(a+b)
9

 u 9² = 2(a+b)
3² 

 u34 =2(a+b) u 3² 

On divise les longueurs encore par 3 et il y a 9u9 = 81 rectangles au total 
 

à l’ étape k : Pk= 2(a+b)
3k-1 u 9k-1  =       =2(a+b) u 

©̈
§
¹̧
·9

3
k-1 = 2(a+b)u3k-1 

donc lim𝑘→+∞ 𝑃𝑘 = +∞ car 3 > 1 et 2(a+b) >0 . 
Au final, la somme des aires de tous les rectangles à partir du rang 2 est toujours égale à l’aire du grand rectangle 
de départ, et la somme des périmètres tend vers +∞. 
 
 
II. Cas général de la division des longueurs par n, n  � 1 : 

1. Conjectures sur tableur : 
Nous avons ensuite divisé le rectangle d’origine en 9 petits rectangles de mêmes dimensions : celles d’origine 
divisées par n, on a toujours 9 rectangles  à la première étape, cependant il y a des espaces entre les rectangles 
(des « marges »).(4) 
On a pris comme valeur pour a = 42 et pour b = 27 . 
En D1 on tape : =B1*C1  En F3 on tape : =2*(C3+D3) et en G3 on tape : =F3*B3  
et en H3 on tape : =C3*D3 et en I3 on tape : H3*B3 
 

 
Si on prend n=7, on remarque que le périmètre tend  vers +∞  et que l’aire tend vers 0.  
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Si on prend n=11, on remarque que le périmètre tend vers +∞ et que l’aire tend vers 0. 
 
 

 
 
Si on prend n=9, on remarque que le périmètre reste constant et que l’aire tend vers 0. 



MATh.en.JEANS 2015-2016                 Etablissements : Lycée Saint Paul et Lycée Jean Puy (Roanne 42)                           
 page 7 

 
 
Démonstrations :  

PERIMETRE DES PETITS RECTANGLES  avec a et b et une valeur de n quelconque :  

A l'étape 1   P1 = 2(a+b) 

À l'étape 2   P2 = 2(a+b)
n

u 9  

On divise les longueurs par n et il y a 9 rectangles au total 

À l'étape 3   P3 = 2(a+b)
n²

 u 9² = 2(a+b) u 
©̈
§
¹̧
·9

n
² 

On divise les longueurs encore par n et il y a 9u9 = 81 rectangles au total 

A l’ étape k : Pk= 2(a+b)
nk-1 u 9k-1  =       =2(a+b) u 

©̈
§
¹̧
·9

n

k-1

  

Si n=9  à l’ étape k : Pk=2(a+b) Le périmètre est constant égal à 2(a+b) . 

Si n < 9  on a 1 < 9
n

 donc  lim𝑛→+∞(9𝑛)
𝑘−1 = +∞  le périmètre tend vers +∞. 

Si n > 9   9
n

 <1 donc lim𝑛→+∞(9𝑛)
𝑘−1 = 0  le périmètre tendra vers 0  

 

AIRE DES PETITS RECTANGLES  avec a et b et une valeur de n quelconque :  

--> a l'étape 1, A1 : a u b 

--> à l'étape 2, A2 : a
n 
u b

n
 u 9  on divise les longueurs par n et il y a 9 rectangles 

--> à l'étape 3, A3 : a
n²
u b

n²
u 9²   on réitère le procédé 

--> à l'étape k, Ak = a
nk-1u

b
nk-1 

 u 9k-1 = ab
©̈
§

¹̧
·9

n²
k-1 

Donc si n > 3 alors 9
n² 

 < 1 donc lim
k ® +z 

 Ak = 0  donc l’aire tendra vers 0 

Donc si n < 3 alors 9
n² 

> 1 donc lim
k ® +z 

 Ak = +∞ donc l’aire tendra vers +∞ 

 
Nous voyons donc que les résultats varient en fonction des valeurs de n. Certains paraissent surprenants comme 
pour n = 6 par exemple : le périmètre tend vers +∞ alors que l’aire tend vers 0. 
Nous aurions aimé approfondir nos recherches et faire le lien avec les fractales mais nous n’avons pas eu le temps 

cette année. 
Notes d’édition 
(1) L’article n’explique pas ce titre : est ce en référence à « l’effet Larsen » ? Voir : 
https://fr.wikipedia.org/wiki/Effet_Larsen 
(2) Ici, n est égal à 3 
(3) Ici, il s’agit de la somme des aires des rectangles 
(4) Il faut comprendre qu’on divise la hauteur de l'écran en 7 parties égales ainsi que sa largeur. Mais, on 
considère les rectangles obtenus en gardant 4 marges dans la hauteur (y compris en haut et en bas de l'écran) et 
4 marges dans la largeur y compris à gauche et à droite de l'écran). 
 
 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Effet_Larsen

