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Dans cet article, nous proposons différentes stratégies pour gagner au « jeu des boites » et présen-
tons plusieurs programmes permettant de calculer des taux de réussite suivant les stratégies choi-
sies.

1) Présentation du probleme :

Le plateau d’un jeu télévise est constitue de 3 salles :
e dans lasalle 1, il y a 100 joueurs ;
e dans la salle 2, il y a 100 boites dans lesquelles se trouvent le nom des 100 joueurs (un
nom par boite) ;
e dans la salle 3, il n’y a rien.
Chaqgue joueur entre a tour de role dans la salle 2 :
e il ouvre la moitié des boites ;
e s’il trouve son nom, il passe dans la salle 3 ;
e sinon, il a perdu.
Les joueurs remportent la partie s’ils sont tous arrivés dans la salle 3.
Les joueurs peuvent se concerter avant le jeu mais ne peuvent plus communiquer pendant le jeu.

Notre but pour la suite a été de trouver une stratégie pour augmenter au maximum les chances de
gagner.

2) Premiéres recherches :

Nous avons tout d’abord étudié la situation sans appliquer de stratégie G
particuliére et avec un plus petit nombre de joueurs. Chaque joueur G
choisit les boites au hasard. Le premier joueur a donc une chance sur T~

deux de gagner, le deuxieme aussi et ainsi de suite.

L’arbre ci-contre montre que pour 2 joueurs, il y a une chance sur 4 de G
gagner. P
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L’arbre ci-contre montre que pour 4 joueurs, il y a une chance sur _G—6G

16 de gagner. G G
P i

, . - n G G

De facon genérale, avec n joueurs, ils ont une chance sur 2" de \P I
gagner. T—p_—G
Pour 100 joueurs, ils ont donc une chance sur 2'% de gagner, soit —r
environ : . G=—"7
/ TT—p -—_:-_:‘_"_'___g

7,9 x 103 = 0,000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 79. P ~ G——G
~p :—-/’ - —FP

Ils n’ont donc pratiquement aucune chance de gagner ! P '-*—‘—'—T-____'g

3) Etude du jeu a 4 joueurs :

3-a) Quelgues essais a la main :

On suppose maintenant que les joueurs A, B, C et D choisissent a 1’avance les boites qu’ils vont
ouvrir.

Il y a 24 fagons d’agencer les noms dans les boites car il y a 4 noms répartis dans 4 boites.

Si, dans la boite 1 on met le nom A alors il ne reste plus que 3 noms possibles pour la boite 2, puis
il restera 2 noms pour la boite 3 et plus qu’un seul pour la boite 4.

Le nombre total d’agencements estdonc égala: 4 x 3 x2 x 1 =24 =4l

Voici les 24 possibilités d’agencement des noms dans les boites :

ABCD BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD CBAD DBAC
ACDB BCDA CBDA DBCA
ADBC BDAC CDAB DCAB
ADCB BDCA CDBA DCBA

Considérons maintenant I’exemple suivant :
¢ A choisit les boites 1 et 3 ;
e B choisit les boites 2 et 4 ;
e C choisit les boites 1 et 2 ;
¢ D choisit les boites 2 et 3 ;

Sur les 24 agencements possibles, les joueurs ne gagnent que deux fois :

ACDB
CDAB

Les joueurs ont donc 2 chances sur 24 de gagner.
Tester les 24 agencements pour chaque stratégie adoptée est hélas trés long a la main.

Atelier MATh.en.JJEANS 2018-2019 Lycée Paul Guérin NIORT 2



3-b) Traitement du probleme avec un tableur et premiére conjecture :

Pour aller plus vite, nous avons utilisé un tableur.
Voici notre feuille de calcul :

A e [ c | o JE[ F [ & [ w J1] 1 K L [M[ wm 0 P Ja] r 5 T Jul v ]
Choic JA | ChoixJB | Choix JC | Choix JD Tauw de réussite: B33%

1 3 2 1

4 4 3 4

Vet 10=A Vit 2deA | Trowé vérit g=C | Trowe vait

1 0

deB | VErf2deB | Trowe ViitldeC | Ve
0 0

deD | VErf2deD | Trowe Résumé
1

DoDooDDAaeAe s DD EEE R R R
noE@ErrOoo0E® P P0000F 000000
D EAFADOEFEDRFDOAE0R000000000
rPoErooaror0 @00 r0a0®a D0 o0
cooooooo00 00000000k eE L
ForooororoOoorarO0000GG o
PO OO OROREODDD RO RO OO L BB e e
FoooorroocooroOOoBDOO0GROR OO K
crocoroorooRro o oo 000k oR OO
L R R A o o o )
Lrooooooocooo ook o00oR R oS
[ N TG TG NI N SR oA CN ORI AR i
cocoooococerorocooroRo oo Lo
bR OO0 GR o000 ko000 e o e
I ICICICICIGICIGICICIEICICICICICIC

58 8 A
o o o e s e e e o o

Dans les cellules A2 a D3, on indique les numéros des boites choisies par chaque joueur.
Dans les cellules A6 a D29, on indique les 24 agencements des noms dans les boites possibles.
Dans les cellules F6 a F29, on vérifie si le joueur A trouve son nom dans la premiére boite qu’il a
choisie. La formule saisie en F6 est :

=OU(SI(A$2=1;A6="A");SI(A$2=2;B6="A");SI(A$2=3;C6="A");SI(A$2=4;D6="A"))
Dans les cellules G6 a G29, on vérifie si le joueur A trouve son nom dans la deuxieme boite qu’il a
choisie.
Dans les cellules H6 a H29, on Vérifie si le joueur A a trouvé son nom dans une des deux boites
qu’il a ouverte. La formule saisie en H6 est :

=0U(F6:G6)
On procéde de méme pour les joueurs B, C et D.
Dans les cellules V6 a V29, on vérifie si tous les joueurs on trouvé leur nom. La formule saisie en
V6 est:
=ET(H6;L6;P6;T6)
Enfin, on calcule en H1 le taux de réussite pour la stratégie saisie dans les cellules A2 a D3. La
formule saisie en H1 est :
=NB.SI(V6:V29;1)/24

En testant plusieurs choix au hasard, nous avons conjecturé que le meilleur score est de 4 chances
sur 24, soit environ 16,67 %.

C’est par exemple le cas si A choisit les boites 1 et 3, B les boites 2 et 4, C, les boites 2 et 4 et D les
boites 1 et 3. lls gagnent alors avec les agencements ABDC, ACDB, DBAC et DCAB.

Nous avons calculé le nombre de stratégies par joueur.

Au départ le joueur peut ouvrir une des 4 boites, il faut ensuite qu’il ouvre une des 3 boites res-
tante. Il y a donc 4 x 3 combinaisons possibles si on tient compte de 1’ordre des boites. Mais ouvrir
la boite 1 puis la boite 2 ou la boite 2 puis la boite 1 revient au méme. Dans les 12 combinaisons or-
données, seule la moitié est a prendre en compte.

Il'y adonc 6 choix pour le joueur A:let2,1et3,1et4,2et3,2¢et4, 3et4.

Pour 4 joueurs il y a donc 6* c'est-a-dire 1 296 combinaisons a tester.
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Méme avec le tableur, c¢’était encore trop long !
3-c) Traitement du probléme avec un programme et une deuxiéme conjecture :

Nous avons écrit un programme pour tester tous les cas envisages précédemment.

Pour cela, nous avons utilisé le logiciel XCas.

Les noms des joueurs sont 0, 1, 2 et 3 car le logiciel ne prend pas en compte les lettres et commence
les numérotations a 0.

Les noms dans les boites sont représentés par une liste de 4 éléments.
Les choix de chaque joueur sont représentés par une liste de 2 éléments.

Le programme Stratégie correcte prend en entrée :
e Noms : la liste des noms dans les boites,

e Choix0: laliste des choix du joueur 0,

e Choix1: laliste des choix du joueur 1,

e Choix2: laliste des choix du joueur 2,

e Choix3: laliste des choix du joueur 3.

Il renvoie True si les joueurs ont gagné et False sinon.
Voici le programme :

Stratégie_correcte (Noms,Choix0,Choixl,Choix2,Choix3) :={
local VérifO,vérifl,vérif2,vérif3,vérif totale;
Vérif0:=Noms[Choix0[0]]==0 ou Noms[Choix0[1]]==0;
Vérifl:=Noms[Choix1[0]]==1] ou Noms[Choix1l[1l]]==1;
Vérif2:=Noms[Choix2[0]]==2 ou Noms[Choix2[1l]]==2;
Vérif3:=Noms[Choix3[0]]==3 ou Noms[Choix3[1l]]==3;
Vérif totale:=Vérif(0 et Vérifl et Vérif2 et Vérif3;
return Vérif totale;

}is

Par exemple, si on saisit :

Stratégie_ correcte([0,2,3,1],[0,2],[1,3],[0,1],[1,2])
le résultat obtenu est True.

Le logiciel XCas permet de tester facilement toutes les permutations dans 1’ordre de [0,1,2, 3]
jusqu’a [3,2,1,0] avec lacommande nextperm.

[0,1,2,3] [1,0,2,3] [2,0,1,3] [3,0,1,2]
[0,1,3,2] [1,0,3,2] [2,0,3,1] [3,0,2,1]
[0,2,1,3] [1,2,0,3] [2,1,0,3] [3,1,0,2]
[0,2,3,1] [1,2,3,0] [2,1,3,0] [3,1,2,0]
[0,3,1,2] [1,3,0,2] [2,3,0,1] [3,2,0,1]
[0,3,2,1] [1,3,2,0] [2,3,1,0] [3,2,1,0]

Le programme Nombre succés prend en entrée :

e Choix0: la liste des choix du joueur 0,
e Choix1l: laliste des choix du joueur 1,
e Choix2: laliste des choix du joueur 2,

e Choix3: laliste des choix du joueur 3.
11 teste ces choix sur les 24 fagcons d’agencer les noms dans les boites et renvoie le nombre de fois
ou les joueurs ont gagné.
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Voici le programme :

Nombre_ succes (Choix0,Choix1l,Choix2,Choix3) :={
local Noms,Comptage, k;
Noms:=[0,1,2,3];
Comptage:=0;
pour k de 1 jusque 24 faire
si Stratégie_correcte (Noms,Choix0,Choixl,Choix2,Choix3)==vrai alors
Comptage :=Comptage+1;
fsi;
Noms : =nextperm (Noms) ;
fpour;
return Comptage;

|

Le programme Meilleure stratégie teste tous les choix possibles des joueurs (6 choix pour
chacun des 4 joueurs) sur chacun des 24 agencements des noms dans les boites et affiche les strate-
gies qui donnent les meilleurs résultats. (€9)]

Meilleure_ stratégie () :={
local Taux_de_ réussite,J0,J1,J2,J3,Choix0,Choixl,Choix2,Choix3;
Taux_de réussite:=0;
pour JO0 de 1 jusque 6 faire

si J0==1 alors Choix0:= [0,1];£fsi;
si J0==2 alors Choix0:= [0,2];£fsi;
si J0==3 alors Choix0:= [0,3];fsi;
si J0==4 alors Choix0:= [1,2];fsi;
si J0==5 alors Choix0:= [1,3];fsi;
si J0==6 alors Choix0:= [2,3];£fsi;
pour J1l de 1 jusque 6 faire
si Jl==1 alors Choixl:= [0,1];fsi;
si Jl==2 alors Choixl:= [0,2];fsi;
si J1==3 alors Choixl:= [0,3];fsi;
si Jl==4 alors Choixl:= [1,2];fsi;
si J1==5 alors Choixl:= [1,3];fsi;
si Jl==6 alors Choixl:= [2,3];fsi;
pour J2 de 1 jusque 6 faire
si J2==1 alors Choix2:= [0,1];fsi;
si J2==2 alors Choix2:= [0,2];fsi;
si J2==3 alors Choix2:= [0,3];fsi;
si J2==4 alors Choix2:= [1,2];fsi;
si J2==5 alors Choix2:= [1,3];fsi;
si J2==6 alors Choix2:= [2,3];fsi;
pour J3 de 1 jusque 6 faire
si J3==1 alors Choix3:= [0,1];fsi;
si J3==2 alors Choix3:= [0,2];fsi;
si J3==3 alors Choix3:= [0,3];fsi;
si J3==4 alors Choix3:= [1,2];fsi;
si J3==5 alors Choix3:= [1,3];fsi;

si J3==6 alors Choix3:= [2,3];fsi;

si Nombre succés (Choix0,Choixl,Choix2,Choix3)/24*100.0>=Taux_de_ réussite alors
Taux_de réussite:=Nombre_ succeées (Choix0,Choixl,Choix2,Choix3)/24%100.0;
afficher (Taux_de réussite,Choix0,Choixl,Choix2,Choix3) ;

fsi;

fpour;

fpour;

fpour;

fpour;

|
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Voici les meilleurs résultats obtenus avec le programme Meilleure stratégie:

16.6666666667,[0,1],[0,1],[2,3],[2,3] 16.6666666667,[1,2],[0,3],[0,3],[1,2]
16.6666666667,[0,1],[2,3],[0,1],[2,3] 16.6666666667,[1,2],[0,3],[1,2],[0,3]
16.6666666667,[0,1],[2,3],[2,3],[0,1] 16.6666666667,[1,2],[1,2],[0,3],[0,3]
16.6666666667,[0,2],[0,2],[1,3],[1,3] 16.6666666667,[1,3],[0,2],[0,2].[1,3]
16.6666666667,[0,2],[1,3],[0,2],[1,3] 16.6666666667,[1,3],[0,2],[1,3],[0,2]
16.6666666667,[0,2],[1,3],[1,3],[0,2] 16.6666666667,[1,3],[1,3],[0,2],[0,2]
16.6666666667,[0,3],[0,3],[1,2],[1,2] 16.6666666667,[2,3],[0,1],[0,1],[2,3]
16.6666666667,[0,3],[1,2],[0,3],[1,2] 16.6666666667,[2,3],[0,1],[2,31,[0,1]
16.6666666667,[0,3],[1,2],[1,2],[0,3] 16.6666666667,[2,3],[2,3],[0,1],[0,1]

Le résultat donneé par le programme montre que la premiére conjecture est vraie : a quatre joueurs,
les meilleures stratégies permettent de gagner 1 fois sur 6.

Nous avons remarqué que toutes ces stratégies consistaient a répartir les boftes en deux groupes :
e deux joueurs ouvrent les deux mémes boites,
e les deux autres joueurs ouvrent les deux autres boites.

Nous avons conjecturé que cela reste vrai pour plus de joueurs. Par exemple, a 10 joueurs, la meil-

leure stratégie consisterait a ce que 5 joueurs choisissent les mémes numéros de boites (0, 1, 2, 3 et
4 par exemple) et les 5 autres joueurs choisissent les autres numéros (donc 5, 6, 7, 8 et 9 ici).

4) Etude du jeu a 6 joueurs :

Nous avons modifié nos programmes précédents pour étudier le jeu a 6 joueurs.
Il'y a beaucoup plus de cas a prendre en compte.

¢ Le nombre de fagon d’agencer les noms dans les boites est égala: 6 x5 x4 x 3 x 2 x 1 =720,
e Chacun des six joueurs a 20 choix possibles :

[0,1,2] [0,2,3] [0,3,5] [1,2,5] [2,3,4]
[0,1,3] [0,2,4] [0,4,5] [1,3,4] [2,3,5]
[0,1,4] [0,2,5] [1,2,3] [1,3,5] [2,4,5]
[0,1,5] [0,3,4] [1,2,4] [1,4,5] [3,4,5].

En arrétant le programme au bout de 10 heures, les derniers résultats obtenus sont :

5.0,[0,1,2],[0,1,2],[0,1,2],[3,4,5].[3,4,5],[3,4,5]
5.0,[0,1,2],[0,1,2],[3,4,5],[0,1,2],[3,4,5].,[3,4,5]
5.0,[0,1,2],[0,1,2],[3,4,5],[3,4,5].[0,1,2],[3,4,5]
5.0,[0,1,2],[0,1,2],[3,4,5],[3,4,5],[3,4,5],[0,1,2]

Sur ces premiers résultats, notre conjecture semble vérifiée : trois joueurs ouvrent les boites 0, 1, 2
et les trois autres ouvrent les boites 3, 4, 5.

Nous avons demand¢ a 1’ordinateur combien de temps il mettait pour appliquer 100 fois :
Nombre_succes([O0,1,2],[0,1,2],[0,1,2],([3,4,5],[3,4,5],1[3,4,5])
et il arépondu : 8,72 secondes.

Nous avons estime que pour finir tous les tests, le programme mettrait donc environ...
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20° x 8,72 /100 = 5 580 800 secondes soit environ 65 jours !! (2)
5) Une autre approche du probleme :

Pour le moment, nous avons choisi des stratégies fixees des le début.
Nous avons donc pensé que chaque joueur pourrait tenir compte du nom qu’il découvre dans la
boite qu’il ouvre.

Par exemple, considérons que les noms sont répartis de la fagon suivante : B, D, E, A, F, C.
e A ouvre la boite 1, il trouve le nom B.
Il ouvre donc la boite 2, il trouve le nom
Il ouvre donc la boite 4 : il trouve son nom !
e B ouvre la boite 2, il trouve le nom
Il ouvre donc la boite 4, il trouve le nom A.
Il ouvre donc la boite 1 : il trouve son nom !
e C ouvre la boite 3, il trouve le nom E.
Il ouvre donc la boite 5, il trouve le nom
Il ouvre donc la boite © : il trouve son nom !
¢ On continue ainsi de suite...
e Dans cet exemple, tous les joueurs trouvent leur nom !

Nous avons testé quelques uns des 720 cas a la main et cette méthode nous a semblé nettement plus
efficace !
Nous avons donc programmeé cette seconde stratégie :

Stratégie2 4() :={
local k,Noms,Comptage,jo0,jl,3j2,33;
Noms:=[0,1,2,3];
Comptage:=0;
pour k de 1 jusque 24 faire

jO:=Noms[0]==0 ou Noms[Noms[0]]==0;
jl:=Noms[1l]==1] ou Noms[Noms[1l]]==1;
j2:=Noms[2]==2 ou Noms[Noms[2]]==2;
j3:=Noms[3]==3 ou Noms[Noms[3]]==3;

si jO et jl et j2 et j3 alors
Comptage:=Comptage+l;
afficher (Noms) ;
fsi;
Noms : =nextperm (Noms) ;
fpour;
return (Comptage) ;

}o

Nous avons utilisé différentes variables, comme Noms dans laguelle on trouve les noms de quatre
joueurs ou Comptage qui sert a compter le nombre de victoires.
Le programme fonctionne comme lorsque nous le faisons a la main.

Par exemple, traitons le cas ou les noms sont agencés de la fagon suivante : [2,3,0,1].

Pour le joueur 0 (hommé 50), le programme va aller chercher au rang O et verifier si il trouve O (il
vérifie si dans la boite 0 se trouve le nom du joueur 0). Cela correspond a I’instruction
« j0:=Noms [0]==0 ». Dans notre exemple Noms [0] vaut 2 ; 30 n’a pas encore trouvé son nom.
Ensuite on Vérifie si on trouve le nom 0 au rang 2 (dans la boite 2). Cela correspond a I’instruction :
« Noms [Noms [0] ]==0 ». On trouve 0, donc j0 a gagne.

On procéde de méme pour les 3 joueurs restants.
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Si tous les joueurs trouvent leur nom la variable Comptage comptabilise un cas favorable de plus.
Grace a la commande « nextperm » le programme va tester cette stratégie sur tous les agence-
ments de noms dans les boites pour 4 joueurs (il y en 24).

A la fin, le programme nous affiche la variable « comptage ». Ici, on obtient 10 ce qui signifie que
les joueurs gagnent pour 10 des 24 agencements possibles. Cela correspond a un taux de réussite
d’environ 41,67 %.

Les 10 agencements qui permettent de gagner sont :

Noms:[0,1,2,3]
Noms:[0,1,3,2]
Noms:[0,2,1,3]
Noms:[0,3,2,1]
Noms:[1,0,2,3]
Noms:[1,0,3,2]
Noms:[2,1,0,3]
Noms:[2,3,0,1]
Noms:[3,1,2,0]
Noms:[3,2,1,0]

Hélas, nous n’avons rien remarqué de particulier dans ces agencements. (3)

Nous avons ensuite adapté ce programme pour 6, puis 8 et enfin 10 joueurs.
Voici par exemple le programme pour 6 joueurs :

Stratégie2 6() :={
local k,Noms,Comptage,jo0,jl,j2,33,34,35;
Noms:=[0,1,2,3,4,5];
Comptage:=0;
pour k de 1 jusque 720 faire

jO:=Noms[0]==0 ou Noms[Noms[0] ]==0 ou Noms[Noms[Noms[0]]]==0;
jl:=Noms[1l]==1 ou Noms[Noms[1l]]==1 ou Noms|[Noms[Noms[1l]]]==1;
j2:=Noms[2]==2 ou Noms|[Noms[2]]==2 ou Noms[Noms[Noms[2]]]==2;
j3:=Noms[3]==3 ou Noms[Noms[3]]==3 ou Noms[Noms[Noms[3]]]==3;
j4:=Noms[4]==4 ou Noms[Noms[4]]==4 ou Noms|[Noms[Noms[4]]]==4;
j5:=Noms[5]==5 ou Noms[Noms[5] ]==5 ou Noms|[Noms[Noms[5]]]==5;

si jO et jl et j2 et j3 et j4 et j5 alors
Comptage :=Comptage+1;
afficher (Noms) ;
fsi;
Noms : =nextperm (Noms) ;
fpour;
return (Comptage) ;

|

Voici les taux de réussite obtenus :

- pour 6 joueurs : environ 38,33 % ;
- pour 8 joueurs : environ 36,55 % ;
- pour 10 joueurs : environ 35,44 %.

Nous conjecturons que ce taux de réussite décroit quand le nombre de joueur augmente.
On pourrait penser que le taux limite sera d’environ 30 % ou 1/3.
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Notes d’édition

(1) Il est possible de rendre ce code plus compact, par exemple en rangeant les noms des joueurs
dans un tableau [J1, J2, J3, J4] et en effectuant deux boucles imbriquées, la premiere sur le tableau
et lasecondede 1a6.

(2) Letemps d ‘exécution dépend bien slir de la machine utilisée... mais il sera clairement prohibi-
tif si I'on veut tester toutes les combinaisons pour 100 joueurs !

(3) On peut remarquer que pour ces agencements, la regle énoncée page 7 est toujours vérifiée.
Par exemple, dans [3,2,1,0], JO ouvre la boite 0 et trouve 3, il ouvre donc la boite 3 et trouve 0, son
numéro, etc... Ce constat vous mettra sur la piste d’'une démonstration formelle de la conjecture
énoncée en bas de page.
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