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Résumé
) Sujet :

1) Commencons par un exemple : prenons |'équation x -y = 0.

Résoudre cette équation signifie trouver tous les couples (x ; y) pour lesquels
effectivement x - y = 0. Par exemple, dans le cas classique, (1;1) est une
solutioncarl-1=0.

Il y a une infinité de solutions.

On peut représenter toutes les solutions sur un diagramme : a chaque fois que
I'on a une solution (x ; y), on place un point M dans un repere, d'abscisse x, et
d'ordonnée y. Si on effectue ce procédé pour toutes les solutions, on obtient la
droite d'équation y=x.

2) Et si on redéfinissait les opérations algébriques connues, que deviendraient
ces équations? Et les ensembles de points qu'elles définissent ?
En géométrie tropicale, on définit :
- la somme tropicale de deux nombres est leur minimum. On note cette
addition @. Par exemple, 5 ® 2 = 2 car le plus petit nombre entre 5 et 2 est 2.

a®b=min(a; b)
- la multiplication tropicale de deux nombres est leur somme classique. On
note ® cette multiplication. Par exemple,5® 2 =7 car5+ 2 =17.

a®b =a+b

3) Pour définir une droite tropicale, on part d'une expression du genre x -y + 1,
puis on la “tropicalise”, c'est-a-dire que I'on remplace dans l'expression les
opérations classiques par leurs analogues tropicaux, soit x = 1®x et -y = -1®y,
onremplace x -y + 1 par 1®x @ -1®9y @ 1 c'est-a-dire par min(1+x ; -1+y ; 1).
Une fois que I'on a I'expression tropicalisée, on place tous les points M(x ; y) en
lesquels le minimum est atteint au moins deux fois, c'est-a-dire, pour notre
exemple :

1+x =-1+yET1+x < 10U 1+x=1ET1<-1+yOU-14y =1ET 1 < 1+x
Si on place les points solutions du probleme ci-dessus, on obtient la “droite
tropicale” :

4) Problématique :
-) Les opérations tropicales peuvent elles définir une vraie addition et une
vraie multiplication?
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-) Comment calculer avec les opérations tropicales?
-) A quoi ressemble une droite tropicale?

[I) Principaux résultats :

1) Inexistance de la soustraction tropicale.

2) Création de I'ensemble des nombres tropicaux pour que I'addition tropicale
soit une loi de composition interne associative et commutative admettant un
élément neutre et que la multiplication tropicale soit une loi de composition
interne associative, commutative, admettant un élément neutre et un élément
absorbant, distributive par rapport a I'addition tropicale.

3) Autres “opérations” tropicales : division, puissances, racine carrée et racines
n-iemes.

4) Identités remarquables dans les nombres tropicaux.

5) Résolution de I'équation ax + b = cx + d dans les nombres tropicaux.

A ce stade de la recherche, le groupe de travail MATh.en.JEANS de Milan s'est
posé la question : pourquoi une équation de droite dans les réels ne correspond
pas a une droite tropicale. Quel est le sens a donner a la définition de la droite
tropicale donnée dans le sujet ? Deux séries de résultats en découlent :

6) Représentation de fonctions usuelles tropicalisées (linéaires, affines,
trionome de degré 2 et les deux cas possibles).

7) Droite tropicale, sens donné a sa définition.

Le groupe a ensuite travaillé sur les points suivants : cas d'intersection des
droites tropicales et représentation des quadriques. Malheureusement, par
mangque de temps, seuls quelgues exemples ont été traités et aucun résultat
plus général n'a été rédigé.
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GEOMETRIE TROPICALE

Préambule
On définit les opérations tropicales par :

Addition : on définit la somme tropicale de 2 nombres comme ['opération
qui a ces 2 nombres associe leur minimum. On la note @ . On a pour tout réel a
etb:a®b=min(a;b).
Par exemple, 3® 7 =3 et-5® 2 = -5,

Multiplication : on définit le produit tropical de 2 nombres comme
I'opération qui a ces 2 nombres associe leur somme (classique). On la note ® .
On a pour toutréelaetb:a®b=a+b
Par exemple, 3® 7 =10et-5® 2 = -3

Comme le présentait le sujet, la multiplication tropicale est prioritaire par
rapport a I'addition tropicale :

Exemple:1®@x®-1®y=min(l +x;-1+y)etnonl+ min(x;-1)+y.

Inutilité des tables
Pour effectuer ces opérations est-il intéressant d'utiliser des tables comme
pour I'addition et la multiplication classique ?

a) Table d'addition tropicale

® 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 2 3 3 3 3 3 3 3 3
4 1 2 3 4 4 4 4 4 4 4
5 1 2 3 4 5 5 5 5 5 5
6 1 2 3 4 5 6 6 6 6 6
7 1 2 3 4 5 6 7 7 7 7
8 1 2 3 4 5 6 7 8 8 8
9 1 2 3 4 5 6 7 8 9 9
10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

17 ® 23=min(17 ; 23) = 1

Or, si tout se passait comme dans le contexte classique, on obtiendrait avec
les tables :

23
@17 avec b=3@® 7=min(3;7) =3
ab a=le®2=min(l1;2) =1

MATh.en.JEANS, 2012-2013, Lycée Stendhal de MILAN page 6




23
Soit ®17, ce qui est faux. Donc les tables d'addition tropicales sont inutiles.
13

b) Table de multiplication tropicale

® 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

16 ® 23 =16 + 23 =39

Or, si tout se passait comme dans le contexte classique, on obtiendrait avec
les tables ; 16
®23
49
®380
040, ce qui est faux.

Donc les tables de multiplication tropicdes sont inutiles.
Inexistence de la soustraction tropicale

Exemple:2 ® 7 =2donconaurait7 =20 2et2 ®5 =2 donc on aurait aussi
5=202.Lequelde 5 et de 7 correspondraita 2© 27

Démonstration :
Pour tous réels a, b et ¢, avec a < b < ¢ (démonstration semblable dans les
autres cas de relation d'ordre entre a, b etc) :

a®b=a doncaoeoa=»>b
a®c=a doncaoa=c

9

Donc a © a admet une infinité de valeurs possibles.
Or une opération ne doit admettre qu'une seule solution.
Donc la soustraction tropicale n'existe pas.
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1) Ensemble T
1) Addition

a) Loi de composition interne :

Pour tous réels a et b aveca < b

a®b=aetaestunréel.

Donc I'addition tropicale est une loi de composition interne a I'ensemble des
réels.

b) Associativité :

Pour tous réels a, b et c tels que a < b < ¢ (méme type de démonstration dans
les autres cas de relation d'ordre entre a, b et c) :

i) (a@a® b) ® c =min(min(a; b);c)=min(a;c) =a

ii)a® (b®c)=min(a; min(b; c)) =min (a; b) =a

dei) etdei)ona:(ae b)e c=a e (b e c), donc I'addition tropicale est
associative.

c) Commutativité :

Pour tous réels a et baveca < b

)a®b=min(a;b) =a

ii) b®a=min(b;a)=a

dei)etdei)ona:a®b=>b@& a, donc l'addition tropicale est commutative.

d) Elément neutre :

Pour tout réel a, existe-t-il un élément x telquea ®@ x =a ?

Or a ® x = min(a; x). Posons +x cet élément. On a bien, pour tout réel a,
min(a; +o) =a, Donca ® +o = a

Or + n'est pas un réel.

Pour que [l'addition tropicale soit une loi de composition interne et admette un
élément neutre, on doit créer un nouvel ensemble T tel que T = R U {+x},
que I'on appellera ensemble des nombres tropicaux.

Dans T [I'addition tropicale est une loi de composition interne
associative et commutative admettant un élément neutre.

Par la suite, R désigne I'ensemble des nombres réels, soit R = T \{+x}.

2) Multiplication
Par définition, pour tousréelsaetb:a®b=a+ b

Or, I'addition « classique » est une loi de composition interne associative,
commutative admettant un élément neutre 0.

De plus, par convention, pour tout a € T posons a ® +© = a + +© = 4,
L'élément neutre de I'addition devient alors I'élément absorbant de la
multiplication dans T (c'est-a-dire que pourtouta €T, a ® +» = +x).

Dans T, la multiplication tropicale est une loi de composition interne

associative, commutative, admettant un élément neutre 0 et un
élément absorbant +x.
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Remarque : il en va de meme dans les réels : O. I'élément neutre de I'addition
est I'élément absorbant de la multiplication.

3) Distributivité

a, b et c désignent 3 éléments de T tels que a < b.
)c®(@@®b)=c+min(a;b)=c+a
ijc®a®c®b=min(c+a;c+b)=c+a
deij)etdei)ona:c®(a®b)=c®a®c®b

Dans T, la multiplication tropicale est distributive par rapport a
I'addition tropicale.

I1) Autres opérations dans T

1) Division tropicale :

a) Définir l'inverse : (x € R)

X ® inv(x)= élément neutre de la loi ®

X ® inv(x)=0

X + inv(x)=0

inv(x)= -x (-x désignant I'opposé de x dans R)
Dans T, tout élément x de R admet un unique inverse que I'on note -x.
+o n'admet pas d'inverse.

Remarque : il en va de meme dans les réels : o, I'élément absorbant de la
multiplication est le seul réel a ne pas admettre d'inverse.

b) a et b désignent deux réels . Notons @ la dvsion das T. Par définition, on a :
ao b=a® inv(b)

aob=a+(-b)

Par définition +w @ b = 4+,

Propriété:

pourtouta€ RetbE€ R, ona: aoeb=a-b; et

+0 @ b=+,

2) Puissance tropicale :
a € R et n désigne un entier naturel.
Notons a\" la n-iéme puissance de a dans T.
a<r= a®a®a®..®a _ atatat..ta

n facteurs ntermes
Remarque : pourn # 0, +o\' = + o,
Par définition, ON" = 0. (Similitude avec I'ensemble des réels, ot 1" = 1).
Propriété:
pour tout a € R et n étant un entier naturel, ona: a\"= n x a; et pour
n#0, +o\" = +»
Par exemple, 7<*=5 x 7 = 35,

=nxa.

3) Identités remarquables tropicales :
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a) a et b sont deux éléments de T.
)@@®eb)N\t=(a@®b)®(a@b)
(a@b)+(a®b)
min(a ; b) + min(a ; b)

= 2min(a ; b)
ia~xf @ bN\? = min(2a ; 2b) = 2min(a ; b).
dei)etdeii)ona:(a®b)\?= a\? @ b<¥

b) k désigne un entier tel que k = 1. Supposons que (a ® b)NF = a~t ® b~k
(@@ b)'= (a@b)N®(a®b)
(aN® b\) ® (a ® b)
min(ka ; kb) + min(a ; b)
kmin(a ; b) + min(a ; b)

= (k+1)min(a; b)
ii)a~ktt @ b = min((k+1)a ; ((k+1)b) = (k+1)min(a ; b)
de i) etdeii) ona:(a ® b)! = axf! @ b\,
La propriété est donc héréditaire.
c) En conclusion, d'aprés le théoréeme de raisonnement par récurrence, pour
tout entier n =1, et pour tout nombre tropical a etb, ona:

(a® b)Y = a\" @ b\"

d) Cas particulier : a et b étant 2 réels, (a ® b)N° = 0,

e) Exemple :
B@6)V = 3V @ 6V =4x3 ® 4x6 = min(12 ; 24) = 12.

4) Racine carrée et racine n-ieme tropicales :

a) Définition :

On appelle la racine carrée tropicale d'un nombre tropical x, I'unique
nombre noté +—x qui multiplié par lui méme tropicalement donne x.

Soit a ce nombre, on a alors

a®a=x
at+a=x
2a =X
Soita = 0,5x

Par convention, ++o = 4.

b) Propriété : pour tout réel x, +x = 0,5x et ++x = +,
Par exemple, +24 = 12.

c) Définition :

n désigne un entier naturel. On appelle la racine n-iéeme tropicale d'un
nombre tropical x, le nombre noté nix qui multiplié tropicalement par
lui méme n fois donne x.

Soit a ce nombre, on a alors

a®a®@a®..Q a

n facteurs -
atata+..+a

ntermes

na =X

=X

=X
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. 1 N y .
soita = ooXxou — désigne l'inverse « classique » du nombre n.
Par convention, nt—+w = + .

d) Propriété : pour tout réel x, ntx = % x et N+ = +.

Par exemple, 10425 = 0,1x25 = 2,5 et 3t25 =

MATh.en.JEANS, 2012-2013, Lycée Stendhal de MILAN
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lll) EXEMPLES DE REPRESENTATION DE FONCTIONS
USUELLES TROPICALISEES

Dans ce paragraphe, on note f la fonction, ft(x) I'expression tropicalisée de la
fonction f et Cf son graphe, a savoir la courbe d'équation y = ft(x).

1) Fonction linéaire définie sur R par f(x) = ax, a étant un réel non nul
En tropicalisant f, on a ft(x) = a ® x = a + X.
Cf est donc la droite d'équationy = a + x

Graphe tropical de la fZ)hction linéaire f(x) = 3x

2) Fonction affine définie sur R par f(x) = ax + b,
aetbétant2réels,a #0:

En tropicalisant f, on a ft(x) = a ® x ® b = min(a + x; b). On a donc :
Sia+x=<b,asavoir x< b-a,onaft(x) =a+x

Sib < x+ a, a savoirx > b - a, on a ft(x) = b.

Ainsi , Cf est composée de deux demi-droites issues d'un meme point de
coordonnées (b - a ; b).

3-

[E K

Graphe tropical de la fonction affine f(x) = 3x + 2
3) Fonction trinome du second degré définie sur R par f(x) = ax?>+bx+c
oua, b et csonttrois réels, a #0:
En tropicalisantf,ona ft(x) =a®x®X®b®X®C
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=min(a +2x; b+ x;cC)
c—a

a)Si @a+2x <b eta+2x<c,asavoirx<mavecm=min(b—a; 2

) alors ft(x) =a+ 2x.

Cf est une demi-droite d'origine A(m ; a + 2m),

b)Sia+2x=cetb+ x=c¢, asavoirx =M avec M = max(c -b ; % ) alors

ft(x) = c. Cfest une demi-droite horizontale d'origine B(M ; c).
c) lorsque b + x est minimum, voir remarque ii) ci-dessous (D <0)
d) Remarque :

c—a
2

i)m=b-a<=>b-a= <=>2b-a-c=<0;

c—da

2
M=c-b<=>c-b= % <=>2b-a-c=<0;

o

a

m = <=>bp-a= <=>2b-a-c=0;

[\

c—da

M = >

ii) Posons D = 2b - a - c¢. Etudions la position de m et de M :
*siD>0alors2b-a-c>0soit2b-a+ c> 2c soitencorec-a > 2c-2b

<=>cCc-b< % <=>2b-a-c=0;

donc % >c-b.

De meme,si 2b-a-c>0alors2b-2a>c-asoitb-a> <%

2

c—a
2

Onaalorsm=M = . A et B sont confondus.

*siD =0 de meme, on a C;a =Cc-betb-a= C;a soitm =M. AetB
sont confondus.

«siD < 0 alors de meme on a C;a < c-bdunepartet b-a< c;a
d'autre part. On adonc, b - a < c;a <Cc-bsoitm< M.

Alors, pourm <x <M, soitb-a<x<c-b,ona:b+x<a+2xetb+x<c.
ft(cx) =min(a+2x;b+x;c)=b+ x.
Cf est le segment JA ; BJ.

e) Propriété : On considere la fonction trinome du second degré
f(x) = ax> + bx + ¢ avec a # 0. Soit D = 2b - a - c.
-Si D > 0, le graphe de ft, Ia fonction tropicalisée de f est composé de
deux demi-droites issues d'un meme point.

-SiD < 0, le graphe de ft, la fonction tropicalisée de f est composé de
deux demi-droites, I'une issue du point A(m ; a + 2m), I'autre
horizontale, issue du point B(M ; c), et du segment [AB]

C;a ), et M = max(c-b; c;a ).

avec m = min(b - a ;
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e) Exemples :
i) f(lx) =x>+5x+4.D=10-1-4=5>0.

ft(x) =2x + 1 pour x < 1,5 et ft(x) = 4 pour x = 1,5.

i) f(x) =x*-2x+4.D=-4-1-4=-9<0
6_

B

4_

10 12 14 16

[0y
o0

ft(x) = 2x + 1 pour x < -3, ft(x) = x - 2 pour -3 < x < 6 et ft(x) = 4 pour x = 6.

IV) RESOLUTION DE L'EQUATION ax + b = cx + d
DANS T

1) Un exemple : résolution de2x + 3 =3x + 5
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L'équation tropicalisée devient 2®Xx®3=3®x@®5
qui équivaut a min(2 + x; 3) = min(3 + x; 5)
min(x+2;3)=3

C
L

min(x+2;3)=x+2 =

o e L
A\ 4

min(x+3;5)=x+3 min(x+3;5)=5

m LIy

Etudions min(2 + x; 3)
Pour x =1ona2+ x=3doncmin(2+x;3) =3
Pourx<1lonal2+x=<3doncmin(2+x;3)=2+Xx

Etudions min(3 + x ; 5)
Pourx=2ona3+x=5doncmin(3+x;5)=5
Pourx=2ona3+x=<5doncmin(3+x;5)=3+x

Il faut donc étudier la situation sur 3 intervalles différents :

a) Pourx <1

min(3 + x;5) =3+ x ET min(2 +x;3) =2+ x

L'équation devientc 2 + x = 3 + x soit 3 = 2 donc il n'y a pas de solutions dans
cet intervalle.

b) Pour x = 2
min(3 +x,;5) =5 ET min(2 + x,;3) =3
L'équation devient 5 = 3 donc il n'y a pas de solutions dans cet intervalle.

c)Pourl<x<2

min(3 + x;5) =3 + x ET min(2 + x;3) =3

L'équation devientc 3 + x = 3 soit x = 0. Or, 0 n'est pas compris entre 1 et 2
donc il n'y a pas de solutions dans cet intervalle.

L'équation 2x + 3 = 3x + 5 n'admet pas de solution dans T.

2) Cas général :

a, b, c et d désignent 4 réels.
L'équation ax + b = cx + d tropicalisée devienta ® x®b=c® x ® d
qui équivaut a min(a + x ; b) = min(c + x ; d)

Il faut distinguer deux situations :
A) Situationoub-a=sd-c
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min(x+a;b)=b

C
L
min(x+a;b)=x+a

9
4
1

A 4

b-a

I__l?.' ——
o

min(x+c;d)=x+c C min(x+c;d)=d

L

a) Pour x=b-a

Alors,onaaussix<d-csoita+x<bETc+x=d

Alors min(a + x; b) =a + x ET min(c + x,;d) =c+ x
L'équation devienta + x =c + x

Si a = c alors cette équation admet une infinité de solutions : x = b - a;
Si a # c alors cette équation n'admet aucune solution.

b) Pour x = d-c

Alors,onaaussix=b-asoita+x=bETc+x=d

Alors min(a + x; b) =b ET min(c + x,;d) =d
L'équation devient b = d

Si b = d alors cette équation admet une infinité de solutions : x = d - c;
Si b # b alors cette équation n'admet aucune solution.

c)Pourb-a<x<d-c

Alorsx+a=bETx+c=d

Alors min(a + x; b) = b ET min(c + x,;d) =x+c¢
L'équation devientb = c + x soitx =b - ¢

Sib-a=sb-c=d-c asavoirc = akETb = d, alors I'équation admet une
solution : b - c.

Si b-a=b-cOU b-c =d-c, asavoirc =aOUb = d, alors I'équation
n'‘admet pas de solution.

B) Situationou b -a>d-c

min(x+c;d)=d

C
L

min(x+c;d)=x+c
-

d-c b

A 4

L e

min(x+a;b)=x+a C min(x+a;b)=b
L

a) Pour x=d-c

Alors,onaaussix<b-asoita+x<=bETc+x=d

Alors min(a + x; b) =a + x ET min(c + x,;d) =c+ x
L'équation devienta + x = c + x

Si a = c alors cette équation admet une infinité de solutions : x = b - a;
Si a # c alors cette équation n'admet aucune solution.

b) Pour x = b - a
Alors, onaaussix=d-csoita+x=bETc+x=d
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Alors min(a + x; b) = b ET min(c + x;d) =d
L'équation devient b = d

Si b = d alors cette équation admet une infinité de solutions : x = d - ¢ ;
Si b # b alors cette équation n'admet aucune solution.

c)Pourd-c<x<b-a

Alorsx+c=dETx+a=<b»b

Alors min(a + x; b) = a + x ET min(c + x;d) =d

L'équation devientd = a + x soitx =d - a

Sid-c=sd-a=sb-a, asavoira = c ET d = b, alors I'équation admet une
solution : d - a.

Sid-c=d-aOU d-a =b-a, asavoira=cOU d = b, alors I'équation
n'‘admet pas de solution.
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V) DROITES TROPICALES

1) La droite tropicale
a) Définition :
La droite tropicale est définie par un polynéme du premier degré a deux
variables tropicalisé.
Un polynéme du premier degré a deux variables est P(x;y)= ax+by+c
En le tropicalisant, on a :
Pu(x;y)=a®x@®b®y®c
Pi(x;y)=a+x@b+yd®c
Pi(x;y)= min(a + x; b+ y; c)

Par définition, la représentation graphique d'une droite tropicale, est
I'ensemble de tous les points M(x;y) en lesquels le minimum est
atteint deux fois, soit :
a+x=b+yETa+x<sc<=> x=y+b-aETx=<c-a
ou
a+x=Cc ETcsb+y<=>x=c-aETy=c-b
ou
b+y=cETc<a+x<=>y=c-bETx=c-a

Propriété : a, b et c sont trois réels. La droite tropicale définie par le
polynéme du premier degré a deux variables P(x;y) = ax + by + c est
formée de trois demi-droites issues d'un méme point de coordonnées
(c-a;c-b).

b) Exemple :

On considére la droite tropicale définie par le polynébme P(x;y) = x -y + 1.
On a alors Pi(x;y) = min(1 + x; -1 +y; 1).

La droite tropicale de polynébme P(x;y) est I'ensemble des points M(x;y) du plan
tels que :
l+x=-1+yET]l1+x=<1<=> x=y-2ETx=<0
ou
l+x=1ET1=<-1+y<=>x=0ETy=2
ou
l4+y=1ET-1<s1+x<=>y=2ETx=0

y/\

(0;2)

2) Pourquoi le minimum du polynome doit-il etre atteint deux fois ?
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En annexe 1, on trouvera une explication, en plongeant le probleme dans un
espace a 3 dimensions.

Soit P(x;y) = ax + by + c ou a, b et c sont trois réels.
Par définition, la droite tropicale est I'ensemble des points M(x ; y) en lesquels
le minimum du polynome Pt(x;y) = min(a+x ; b+y; c) est atteint deux fois.

a) Losque le minimum est atteint trois fois : F'
C'est-a-dire que, lorsqu'on a trois minima atteints, €b |~ == =2A

géométriguement, on obtient un point A de coordonnées !
(c - a; c - b), a savoir un élément géométrique de :
dimension 0, ce qui ne correspond pas a l'idée d'une C-a
droite, élement géométrique a 1 dimension.

\ 4

b) Lorsque le minimum est atteint une seule fois :
C<a+xETc=sb+y<=>x=c-aETy=c-b.
Or, x = c - a correspond géométriquement a un demi-plan, ainsi quey =c - b,

» '\
c-b
> S

Donc, x = c-aETy = c - b définit géométriquement une surface, a savoir un
objet géométrique de dimension 2, ce qui ne correspond toujours pas a l'idée

d'une droite.
A

c-b

c-a i

c) Lorsque le minimum est atteint deux fois :

C<a+xXxET c=b+y<=> x=c-aETy=c-b.
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X=cCc-a
définit un
demi-plan

emi-plan
=Cc-a

>

y=c-b
définit
une droite

c-b

A 4

Ces deux éléments étant toujours sécants, géométriquement, l'intersection de
ces deux éléments donne une demi-droite, objet géométrique de dimension 1,
ce qui correpond a l'idée d'une droite tropicale.

c-b

A 4
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ANNEXE

Par définition, la droite tropicale s'obtient a partir des points M(x;y) en lesquels
le minimum est atteint au moins deux fois dans le polynéme :
Pt(x,y) = min(a+ x; b+ y,;c)

Essayons de comprendre pourquoi le minimum doit étre atteint au moins deux
fois.
Posonszl =a+x,z2=b+yetz3 =c.

On considére I'espace ramené a un repére (O ; i:j:k ) etles plans P1, P2 et
P3 d'équation respective z=a + x; z= b + y et z = c et de vecteurs normaux
1 0 0
respectifs n,| 0 | , | 1| et ;|0
-1 -1 1
Comme ces trois vecteurs ne sont pas colinéaires deux a deux, les plans P1, P2
et P3 sont sécants suivant un point A(c-a; c-b; c).

La figure ci-dessous illustre le cas de I'exmple du V.1.b)

[ 3

- si le minimum devait étre atteint trois fois :

On aurait alors z1 = z2 = z3, ce qui définit le point A, point d'intersection des
plans P1, P2 et P3. Ce point, élément géométrique a une dimension, ne donne
pas l'idée de la représentation graphique d'une droite, élément géométrique a
une dimension.

- si le minimum devait étre atteint une fois :
ce serait soit z1, soit z2 soit z3, ce qui a chaque fois, représente une des
parties des plans P1, P2 et P3. Cette définition donnerait lieu a la
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représentation graphique d'une surface (figure a 2 dimensions).

- lorsque le minimum est atteint 2 fois

On a alors, z1 = z2 ou z1 = z3 ou z2 = z3. Cette définition donne naissance a 3
demi-droites, figure de dimension 1, que I'on considérera comme étant une
droite tropicale.

Retournons a I'exemple du V.1.b). OnaPl/z=x+1;P2/z=y -1 etP3/z=1.

L'intersection de P1 et de P2 est définie par x = y - 2 quand x < 0 (voir partie
algébrique de I'exemple au début du paragraphe). Soit en posant x = t, la
demi-droite de représentation paramétrique x =t,y =t+2,z=1+ tavect
réel négatif.

De meme, l'intersection de P1 et de P3 est définie par x = 0 quand y = 0 . Soit
en posant y = t, la demi-droite de représentation paramétrique :
x=0,y=2+t z=1 avectréel positif.
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Enfin, I'intersection de P2 et de P3 est définie par y = 2 quand x = 0, Soit en
posant x = t, la demi-droite de représentation paramétrique :
x=t y=2 z=1 avec tréel positif.

La réunion de ces trois demi-droites donne alors l'intersection de ces trois
plans.
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- -

Ce qui, en projetant dans le plan (O ; i;

i ) donne la droite tropicale.
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