Ce diaporama est rédigé par des éleves. Il peut comporter des oublis et imperfections,
autant que possible signalés par nos relecteurs dans les notes d'édition.

LES GARDIENS DE LA GALERIE
D’ART

Année 2019 - 2020

Etant donné une galerie d'art a n cotés, combien

faut-il de gardiens pour surveiller toute la galerie ?
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Des fois, c'est assez simple...

Ici, tout simplement.
dien
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Des fois, c'est un peu difficile

Heu, ici, ici, et la ?
Ca ne serait pas mieux comme ca ?

i ardlen2

Gardien'3

MATh.en.JEANS 2019-2020 College Alain Fournier, Orsay 3



Des fois, c’est vraiment compligue...

Malis non, a ceux-ci !

(?.:wriir:nZ
Gardien'1 xGardiem X
x Gardien2
X

Gardien, —s=raen

X

dien

A ces endroits !

Gardien3

Gardien'3

Gardien5

Non, ca marche pas comme ca ! Vaut mieux faire comme ca!
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Notre parcours

Premierement, nous avons essayé de placer nos
gardiens un peu au hasard. Nous nous sommes
rapidement apercu que les sommets étaient des points
clés et que nous devions distinguer deux types d’angles :
salllants ou rentrants.

Apres plusieurs exemples, une premiere conjecture est
apparue.
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G2

G1

Ici 3 gardiens suffisent.
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Ici 6 gardiens suffisent.
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Qu'est-ce qu'un angle salillant ?
Qu'est-ce qu'un angle rentrant ?

Angle saillant

Angle rentrant
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Les 2 cas de polygones

2 catégories de polygones :
- Polygone convexe (il n’a que des angles saillants).

- Polygone concave (il a un ou plusieurs angles rentrants).
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Exemple avec une figure convexe
Voici un exemple de
figure convexe.

Il suffit de placer un
gardien n'importe ou, Il
surveillera tout le museée.
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En effet, quelle que soit
la direction dans laguelle
Il regarde, Il verra I'un
des coOtés. En tournant
sur lui-méme il voit tous
les murs et donc toute la
galerie.
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Exemple avec une figure concave

Icl, on ne peut pas placer
un gardien n'importe ou.

/

Ce gardien ne voit

pas la personne
@
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Remarque :

Si la figure est concave, c'est
comme si elle était découpée
en plusieurs figures
convexes qui ont comme
cOtes commun un segment

dont une extremité est le
sommet d’un angle
rentrant.
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On peut en effet
constater qu'il suffit de
placer les gardiens
aux angles rentrants et
tout est survelllé.

Gardien2

Gardien, Gardien)

Mais on peut
certainement faire
mieux !
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Recherche du nombre minimum de gardiens G
nécessaires pour surveiller la galerie a n cotés.

Gy
G3 -

.- . 2
Proposition n°1 : Si on place un 3
gardien sur chaque sommet, e §
la galerie est surveillée. w1

s Ge
Onadonc: G=n
¥
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Conjecture

Apres de nombreux exemples, il semble que le nombre

de gardiens G ne depasse jamais la partie entiere de
n/3.

Nous avons tente de I'expliguer.
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La Triangulation
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On prend un polygone a n cotes quelconque.
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On relie les sommets de facon a obtenir
uniquement des triangles.

Il est toujours possible de trianguler un
polygone.
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Voicl une facon de trianguler le polygone (ce n’est
pas la seule) : on va de proche en proche.
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On nomme ensuite tous les sommets avec un N° 1, 2 ou 3 en
respectant cette regle :

Deux sommets de méme numéro ne peuvent pas étre reliés.
L

2 1
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Cette numeérotation est toujours possible.

Lemme (qu’on nous a donne) (1) :

Tous les polygones triangulés peuvent étre numeérotés
uniguement avec 3 nombres différents.
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Ensuite, on regarde quel nombre apparait le moins de
fois, et on place les gardiens aux sommets portant ce
nombre. Ce gardien verra toute la zone intérieure du
triangle.

Chaqgue triangle a sur chague sommet : 1, 2 et 3

Soit n le nombre de sommets du polygone et g le
nombre de gardiens nécessaires.

n
On a donc : gS§
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Voici un exemple : polygone a 10 coOtés

Si on appligue ce gu’'on a vu, il faut au maximum
10>
3
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Les « 3 » sont les moins nombreux donc |l suffit de 2
gardiens places sur ce numero.
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2 gardiens suffisent !
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Voici un autre exemple : polygone a 25 cotes

On doit pouvqg
8 gardiens (

MATh.en.JEANS 2019-2020

r tout survelller avec au maximum

)
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Triangulation et numérotation

2 1

1 1

2 i :
Les « 2 » ou « 3 » sont les moins nombreux, ily ena 8 ; on
sait donc ou placer ces gardiens.
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Voila les 8 gardiens !

On peut encore réduire leur nombre
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5 gardiens suffisent !
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Avec cette technique, on ne trouve pas le minimum de
gardiens a placer mais on sait gue ce minimum sera inférieur
au nombre trouve.
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;s gu=a=
Note d’edition

(1) Les auteurs font implicitement I'hypothése que la galerie ne comporte pas de “trou” comme par

exemple une cour intérieure, un patio, un puits de lumiére, ..., a savoir en termes mathématiques qu’elle

est simplement connexe. Cette hypothése est naturelle dans ce travail, mais pas forcément réaliste si on

songe aux exemples ci-dessus qui peuvent réellement se présenter. En tout cas, sans I’hypothése de

simple-connexité le lemme de numérotation n’est plus valide, comme le lecteur pourra s’en convaincre

avec I'exemple d’une galerie constituée d’'un carré évidé par un triangle, et il convient donc de l'indiquer
explicitement.

Voici une idée de preuve du lemme sous I'hypothése de simple-connexité. Cette hypothése revient a dire
gue le bord du polygone est formé d'un seul chemin fermé polygonal simple de sommets A; A>... A, A;,
c'est-a-dire qu'en suivant les arétes a partir d'un sommet A; on y revient seulement aprés étre passé par
tous les sommets une et une seule fois (en excluant aussi les polygones croisés).

Dans la triangulation du polygone, considérons le triangle ayant le c6té A; A, ; il a pour troisieme sommet
I'un des points Ax et cela partage le polygone en trois parties au plus : le triangle A; A, A« et deux polygones
triangulés, A, As ... Ac (Si k> 3) et A«... A, A; (Si k <n) qui ne se rencontrent qu'en Ax. Numérotons A; =1,
A>=2. Alors nécessairement Ay= 3 et on va pouvoir continuer la numérotation séparément dans les deux
polygones A>As; ... Ac et Ax... Ay A, a partir du triangle contenant I'aréte AcA, pour le premier et du triangle
contenant I'aréte A; A« pour le second. Ces numeérotations ne rentreront pas en conflit puisque les
polygones ne se rencontrent qu’en Ax. On pourra continuer ainsi jusqu’a avoir numeéroté tous les sommets.
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