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IeS fraCtionS Continue$;’année derniére, un groupe de recherche de

otre établissement s’était intéressé aux-frac

(2) tions continues. En voici la forme générale :
par David Bernardo, Mustapha Laajaj et partie entiere e
Maig Tran, du college Mtor Hugo de Noisy- I o+ 1
le-Grand (93) et du college André Doucet d 4 1
Nanterre (92) x4 1
enseignants : Martine Brunstein, Danielle 1
+ =

Buteau, Marie-Christine Chanudeaud, Pierre
Lévy

. . ou * représente des entiers quelconques.
chercheur : Jacqueline Zizi P d g

L'un des premiers exemples étudiés était :

3+ 1
7+ 1
[NDLR : voici le texte donné aux éléves en début 1
Année - 15+
d’année :] 1
1+ —+—
1. Premiere direction : ala suite de ce qui a été fait 292+ 1

I'an dernier,

» Chercher quels sont les hombres qui ont pour-déve

loppement en fraction continue (1, 1, 1, ...), puis

(2,2,2,...),3,3,3, ...) etc. Pour étudier de telles fractions, ils ont du-cal

 Trouver une formule qui généralise ¢a et la justifi%rl'"er étape par étape toutes les réduites de
par des considérations géométriques en reprenant les

constructions de I'an dernier. cette expression. En voici le résumé :
» Trouver de fagon réciproque le développement en

fraction continue des nombres algébriques qui sécri-  Etape n° 1

vent sous la formea puis sous la formé + va, puis

(b + Va)/c. Prendre des exemples en rapport avec les

exemples manipulés avant. 1_22_ .

» Essayer de généraliser pour les développements 3+ ; - 7 = 3,14285
périodiques plus complexes : avec 2 éléments ou 3,

comme (1,2,1,2,1,2,...)ou(l,2,3,1, 2, 3, etc ...).

2. Deuxiéme direction : Trouver un processus qui pdrtape n° 2

met de passer directement d’'un développement-pério

dique, par exemple (4, 4, 4 etc ...) au résultat. Pour

cela, partir des relations p(n) = ap(n - 1) + p(n - 2), 3+ 1 _333=% 3,14150'
installer en s’inspirant de la construction du triangle ¢ 741 106

Pascal, les coefficients sous forme de tableap(2e 15

etq(2), puisp(3) etq(3) puisp(4) etq(4) et construire

les triangles SSHB (Samia, Salima, Habiba et Barbara)
gui seront notre invention.

Etape n®° 3
Deux équipes peuvent travailler en paralléle sur les
deux thémes. L'interaction entre les équipes devrait
pouvoir se faire au niveau des résultats. 3+ 1 =355= 3,141592
74+ 1 113

15+1
1
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Etape n° 4 1

3+ 1 =103993: 3 141592 1 1
7+ 1 33102 2+4+l 2+5
15+ 1 2 2 2

1+L
292

1

12
5

L1

=

10
Nous reconnaissons la les six premieres-dé 5 ¥
males dert que I'on obtient ici avec une tres 1
grande rapidité. En fait, derriere chaquefra ~ 1+ 5 o4. 5
tion continue se cache un nombre dont on 2+ ) E + )
peut trouver les décimales les unes apres 121
autres avec de la patience. Nous vous ren- -1+1-14+12_-29,12_41
voyons a I'article de nos camarades pour de 29 29 29 29 29
plus précises informations sur la nature de 12

leurs travaux.

= O

OUF!

Cette année, nous avons décidé d’ étudier p =41
deux types de fractions continues trés précis 29

TYPE 1 Il est clair qu'il est impossible de se contenter
d’effectuer des calculs aussi fastidieux pour

1 essayer de trouver quels sont tous les

nombres qui se cachent derriere les fractions

de ce type. |l faut donc absolument trouver

une méthode permettant d’économiser des

étapes de calculs.

1+
a+

a+—=—
at ...

TYPE 2 Pour simplifier les notations, nous écrirons
(1,a,a4 4, ...)et@a a a, a ...) les fractions
1 continues de types 1 et 2.
at 11 Nous avons alors calculé les différentes
at—=— étapes de la fraction continue (1, 1, 1, 1, ...),
ar.. puis de la fractions continue (2, 2, 2, 2, ...)
puis de la fraction continue (3, 3, 3, 3, ...).
Manipuler les fractions continues conduit trdsous cherchions a trouver un moyen général
vite a effectuer des calculs énormes. Pour de passer d’'une étape a la suivante sans faire
Vous en convaincre, voici le calcul de Fae4 le calcul.
étape pour la fraction continéde;

at

Nous avons ainsi établi notre premiere

A=1+ 1 conjecture:
2+ 11 Pour les fractions du type 2, c’est-a-dire
2+ celles que I’on notera (a, a, a, a, ...), Sl a
2+1 I’ étape e la fraction irréductible trouvée est
g alors & I'étape+1, la fraction sersan+d

n
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Vérifions le pour les premiéres étapes de la Pour les fractions du type 1, c’ est-a-dire
fraction (2, 2, 2, 2, ...): celles que I’on notera (1, a, a, a, ...), Sl a
I’ étape e la fraction irréductible trouvée est

. . } . n h Y 1 Z . .
Fraction irréductib N alors a I'etape + 1, la fraction sera :

obtenue par un (calcul de d
calcul “a la main”; I+ d
n n
d ad+n
(a-1)d+n
Etape | 2+% % 2x5+2. 1
: T 3 3 Cette conjecture a été vérifiée sur de nom-
Etape : 2+_1 12 2x12+5 959 breux exemples et sur la premiére étape :
S B RETIY
Ftape{ | 2+—L 1+1l=a+lerns 1 -a’+a+l
el | 29 2x29+12_ 7 a a a+l a+1
— | | == a
2+l | 12 29 29
2
Etape : |2+ 1 Appliquons notre formule avec ici=a+ 1
P 1 etd=a;ona:
2t 10 2x70+29 169
e AT 2 2
2+l ad+trn _ a‘+a+l _a‘+a+l
2 (a-1)d+n (a-l)a+ta+1 a2+1

Nous avons vérifié cette conjecture sur de Bien entendu, la encore il faudrait pouvoir le

nombreux autres exemples gréce a un petit vérifier a une étape quelconque.

logiciel que nous a gentiment fourni & notre

demande Mme Zizi, la mathématicienne quilaes fractions étudiées ont exactement la

travaillé avec nous. méme partie décimale ; cela nous a donné
I'idée de réaliser la méme étude sur cette par

Nous avons cherché a démontrer cette tie décimale.

conjecture. Nous |’ avons fait pour passer de

I'étape 1 a I'étape 2. Si on retrancha a la fraction continue
a a+ 1
a+ ...
Appliquons notre formule avec ini= a2 + 1
etd=a;ona: on obtient la partie décimale de cette fraction,
c’est-a-dire :
o A
antd_a@tl+ta_gz3,24 1
n 2 2
ac+1 ac+1 a+ 1

) H H H A 1 4 a+ 71

Il s’agit bien de la fraction obtenue a I'étap a4+

2. Cela renforce notre conjecture mais il-fau
drait le vérifier a une étape quelconque.
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Or nous avions une formule nous permettafiprés ce premier SUCCES, NOUS avons essayé
de passer d’'une étape & la suivan@n*+d.  de passer de I’éape e & I’éape e + 2. Nous
avons alors repris nos exemples et nous
Nous avons eu I'idée de retrancher a dans avons reconstruit une nouvelle conjecture
cette formule et nous avons obtenu la formypeur la fraction (1, 1, 1, 1, ...) et la fraction

d. 2,2,2,2,..).
n
Etapee + 2
Nous pensions ainsi avoir trouvé la bonne E‘f"lpee Notre conjecture dege 1o
. . . . 1l _n
solution. Mais il est facile de constater que | **,,17q > Y
cela est faux. Il stif de prendre un exemple : ! 141
n
Fraction irréductible
obtenue par un (Calcau' de
calcul “a la main”: n Etapee+ 2
a Etapee P 1
241 _n Notre conjecture d 24 1
2+1 d > 2+ 1
Etape ! 1 1 2 2 5n+2d 241
p " 2 2 1 2n+d 2
T I I .
tapee| 9,1 |57 Aprés avoir réfléchi, il est facile d'éablir la
2 conjecture générale que voila :

En fait, cela s’explique trés simplement gréac
a un diagramme.

Etapee+ 1

ﬂ:a+ 1

o
2
L

(V]
=
E
Q.

>
-—L

2
[~
als

Etapee

En fait, le bon diagramme est le suivant :

)

Etapee+ 1

Etapee+ 1
Etapee an+d
n n -+ 1
a+—1-=n d 1
asd d ar 1
a a+€1
1
+a -a -a
aladtn+d
1 ad+n - 1
= d 1
asl d > a+ 1
a a+
Et: d
apee ad+n Etapee+ 1
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Notre conjecture

~
>

( \
\a2+i) n+ad
an+d

Pour le prouveril suffit d’appliquer deux fois
consécutives la formule permettant de passer
d’'une étapesa une étape + 1.

Etapee

Etapee + 1

an+d
n

an+ d

Etapee+ 2

a@an+d+n_(a®+1)n+ad

ant+d

ant+d

Nous pouvons la encore

construire un diagramme ...



Nous pouvons la encore construire un dia

gramme :
Etapee + 2
(& +1)n+ad .
Etapee - gt 1
- amd d 1

a+_ 1 =n > a 1
arl d ar—
1 arl
a a
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/< (@+1)(n+ ad)+ad
1 -n ap+ad+d o= 1

ard d - d g 1

> 1
a g a+ 1
n+a 1
Etapee a(n+a(3+d ar al
Etapee + 2

Puisqu’il est possible de passer de I'étape

'étapee + 2, en appliquant deux fois consé
cutives le procédé, il sera possible de pas:
de I'étapec a I'étapee + 4, puis directement a

I'étapee+ 8, puis ...

Hélas, 'année scolaire se termine et avec elle
cette recherche qui n’est pas aboutie. En
effet, nous ne savons encore pas comment
passer de I'étapea I'étapee + n, ounest un
entier arbitrairement choisi.

Etapee + 2
(@+1)n+ad ;
Etapee n - a4+ 1
an+d d + 1
at—1 =n A a 1
1 d ar
a+-1 1
a at-
_ n_ a
an+d
/< &+ 1D(n+ ad+ad
1 _n ap+ad)+d = 1
a > ar 1
E n+ad a+;l.
tapee a
4n+a3+d
Etapee + 2
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