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fraCtionS CO ntinues Présentation du sujet

Le sujet concerne |'approximation des réels
gar des rationnels en utilisant les fractions
l(5nt|nues c'est-a-dire des fractions de la

par Antoine Grégoire, Vincent Lusset, Jean-
Yves Moyen, Jean-Francois Pariaud, Mathi
Perrus du lycée Saint-Exupéry dgoh (69),
Sophie Kegomard et ses amies du lycée Jean 1
Moulin de lyon (69) F=g+—"—

me :

enseignants : MSege Betton et Mme Marie-

Claude Pontille On noteF = [a, &, ay, ...]. (Remarque : La

suite desa; peut étre finie ou infinie.
chercheur : MG. Chevalier = p )

Deux problemes complémentaires se posent :

1) Etant donné un réel0, quel est son déve
loppement en fraction continue ?

Compte-rendu de I'exposé 21 par le groupe 34 2) Une fraction continue représente-t-elle
Sujet : Fractions continues. toujours un réel ? Lequel ?

Il s'agit d'étudier les différentes fagcons d'approcher un

nombre (tel que'x, e, 11 ...) grace a des fractions diteEDéveIOppement en fractions continues de

ntin ssi de rechercher |es propriétés de ces . ,
continues et au ) prop certains réels

fractions (périodicité, ...).
Commentaires : c'est un sujet trés intéressant. Les A la base, il y a eu le calcul a la calculatrice,
conférenciers ont été clairs, leurs recherches étaient selon I' algorithme de formation, des fractions
assez complétes. Dommage toutefois qu'il manquait . d . ,
quelques démonstrations. continues correspondant aux racines carrees
des 100 premiers entiers naturels. Des pério

dicités ont été observées.
fractions continues périodiques

On appelle ainsi toute fraction continue dont
la suite des coefficients se répete a l'infini a
partir d'un certain rang. On note :

F: [a01 al; a2; ,a~j! aj+1, ’a'k]
Q41 --- Ay €St la période dE.

Remarque : on appelle fraction continue
périodique pure une fraction continue qui est
périodique dés le premier coefficient. On la

noteF = [ag, 4, ... , &].

On observe alors des similitudes entre cer-
tains développements périodiques des dites
racines carrées. Par exemple, on a :

=[1,1,2, V6 =[2,2, 4, V11 = [3,3, .
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On trouve ainsi une famille d'entiers dont I@n a donc bien :

racine carrée a pour développement pério-

dique [a, a, 2a], mais pour définir entiére- la2+2 =Ja, a, 24].

ment cette famille (ainsi que les suivantes), il

faut trouver le lien qui relie les différents On peut ainsi trouver de nombreuses
entiers entre eux et avec les développemefaniilles :

de leurs racines carrées.

Tous les nombres ... ont un dévelop-
Pour cela, on utilise une méthode graphiqude la forme ... pement périodique
on porte en ordonnées les réels considérés et tel que ...
en abscisses leurs rangs dans la famille. Il
semble que les points soient situés sur une | & *1 [a, 2a]
parabole d'équation y = x2+2 (trouvée ala a2 +2 [a, a, 24]

calculatrice). On a ainsi defini une famille : /52 1 [a-1,1, 2a-2]
celle des nombres de la forria2 + 2 , dont

Ja2 — - -
nous allons montrer en deux etapes qu'ils oL 8 [a-1,2, 22-2]
un développement fractionnaire périodique 982 +3 [3a, 2a, 6]
de la forme 4, a, 2a]. Va2 -2 [a-1,1,a-2, 1, &-2]
) R V4a2-a [2a-1,1, 2, 1, 4-2]
« Développement di a2 + 2 ph
/9a2 + 8a+ 2 [3a+1,2,1, &, 1, 2, G&+2)
La partie entidre de Va2 +2 esta(az 0). (4a2+a [2a, 4, 44]
Soitb sa partie décimale. Jo9a2_23a [3a-1,1, 1, 1, G-2]
=la2+2-a= 2 =1 ; L 'étape suivante a consisté a généraliser :

Va2 +2 + a 2a2+b

guels sont les nombres qui ont des dévelop-
pements périodiques de longueur 2 ? La

on en tire a la fois méthode de recherche est basée sur de longs
tatonnements et des fausses pistes, mais en
b= 1b et %: ZaEL b fin de compte, avec une démonstration en
at 2 deux étapes analogue a la précédente, on a
R 1 montré que :
dou : b= + 1 . T , // n2 + 2n .
2a+ b out réel | X , avec n et x entiers

_ o naturels non nuls, a pour dével oppement
On voit qu'on aura alors les cbeients a et [n, X, 2n]. Inversement, toute fraction conti-
2a se répétant a l'infini. nue |, x, 2n] avecn etx entiers naturels non

_ ] nuls est le développement du réel

* De quel nombred| a, 2a] est-il le dévelop / n2+2n0 .
pement ? (On suppose, ce qui sera démor ! X
plus tard, que F est un réel et qaed, 23]
tend vers un réel.)

Fza+— 1  _ F=za+ F*+ta
+ 1 aF+a2+1
2a+F-a

- aF?+a@F+F=a2F+a+a+F+a

aF2=a3+2a - F2=a2+2(az0)

=Va2+2 (F>0)
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Une fraction continue représente-t-elle En étudiant la suite des réduites, on observe
toujours un réel ? les propriétés suivantes :

idé : fPk = &Pk-1 + Px-2
Considérons deux cas. (A) : pour toutk = 2, Nk = A0k.1 + ko

premier cas : la suite des; est finie.

(B) : pour toutk > 1, Pk1 _ Pk _ (-1F .
On peut alors toujours écrire la fraction centi Ok-1 Ok OkOk-1
nue sous la forme p/q, ol p et g sont deux

-1
entiers naturels non-nuls. Elle est donc (C) : pour toutkk = 2, Pk-2 S G .
rationnelle. Ok-2 Ok OkOk-2

Inversement, sk est rationnel, il a un déve
loppement en fraction continue qui est fini. (D) : pourtouk>2, gx=2 >
[NDLR : une preuve pourrait reposer sur les
propriétés (A), (B), (C), (D) énumérées ci-
contre.] [NDLR : les éléves utilisent maintenant un
théoréme sur les suites “adjacentes” qui per
Ainsi F a un développement fini si et seulanet de démontresous certaines hypotheéses,
ment siF est rationnel. gue deux suites ont une limite commune, sans
avoir a calculer explicitement cette limite.]
deuxiéme cas : la suite deg est infinie.
En utilisant C), on peut montrer que la suite
D'aprés le premier cas, Biexiste, il est irra (Si) des réduites d'indice impair décroit et que
tionnel ; et il est la limite de la suite des la suite Sp des réduites d'indice pair croit.
réduites c'est-a-dire les réductions a une
forme p,/q, des fractions continues corres- Ces deux monotonies et (B) permettent de
pondant auxi premiers termes du développemontrer que (Si) est majorée et que (Sp et

ment pg, a4, &, ...]. minorée, d'ou I'on tire que les deux suites
convegent.
Par exemple, si F = 3+;1 ,
les trois premiéres réduites 7+ 4+ Enfin le premier membre d&) tend vers la
seront : " différence de leurs limites en méme temps
que, gréce a (D), vers 0. Ainsi la limite est
FO=3,F1=3+%,F2=3+ 11. commune ...
T+

la suite des réduites conger.
[NDLR : le lecteur aura peut-étre reconnu qui

se cache derriefe...] Maintenant que I'on sait que les fractions
continues convergent vers des rédls, il sagit
La némeréduite se note donc F,, = Pn " e déterminer vers quel type de réels.
[ag, @y, @, ...a], avecPn irréductible.™
A Nous avons étudié trois cas de fractions

continues périodiques.

1) Fractions du typ€ = [a].

2) Fractions du typ€ = [a, a7, ay, ...a,]

3) Fractions continues périodiques quel-
conques.
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1) Fractions du typE = [a].
On peut écrire :
F=[a a] ou encoreé- =[a, F]=a+ 1.
F éant non-nul, il suffit de résoudre I'équa-

tion équivalente E2 —aF — 1 = 0, dont on ne
retient que la solution positive :

F-atlaz+4
2

2) Fractions du type F = [ag, a;, ay, ...a,]
(Fractions périodiques pures).

3) Fractions continues périodiques quel-
conques.

Nous avons montré, au prix de calculs plus
longs, que dans tous ces cas, le résultat est de
la forme :

—a+i'b
F=a+ib
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