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IeS fraC'[iOﬂS Continue$otre objectif est d’obtenir une valeur appro
h

ée d’'un nombre réel et ceci pas nécessaire

( 1) ment a I’aide d’ un développement décimal,

comme il nous est naturel et habituel de la
faire. Une autre maniére, plus ancienne, utili
se une approximation par des fractions ; nous
définirons plus loin ce qu’on appelle un déve
loppement en fraction continue d’'un nombre
reel.

par Audrey Aubert, Catherine Kirchgessner,
Sabrina Potier, éléves de 2" du lycée
Geoges Braque d’'Agenteuil (95)

enseignante : Joélle Richard

Avant d'utiliser la méthode classique de
développement en fraction continue, nous
avons cherché des valeurs approchées succes
sives de/2 en utilisant le procédé suivant :

chercheur : Michéle &fgne

Compte-rendu de I'exposé par les parrains du groupe : ,
lycée J.Jaurés on pose d’abord :  y =X +2
x+1

Sous forme de fraction, on se propose d’effectuer une

approximation d’un nombre rationnel. [NDLC : c'est . lcule - y+2
bien ce qui est écrit] puis on calcule : Z="—"—
+1
puis t=2+2
z+1

ce qui revient a calculer les termes d’' une
suite dont le (n+1y™ terme noté u,,, est lié
au précédent,, par la formule :

+1 12

12 -41-1 41379..
ﬂ+ 1 29

12
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70 -239-1 4142012...

99,1 169
70

&4.2

169 -577-141215...

239, 1 408
169

@4.2

408 13931 4142132...

577,41 985
408

1393, 5

985  -3363-14142136...

1393, 1 2378
985
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x=1+1+1
X

x=2+1
X

et ainsi de suite on remplag@ar 2 +% :

V2=1+ 1
2+—1
2+ 1
2+ ...

« Les petits points peuvent faire marcher
notre imagination»

Cette maniere d’écriré2 est ce qu’on appel
le une fraction continue.

Si on tronque cette fraction continue, on

obtient des fractions successives : les réduites

du nombre/2.
33634 -
2378 -8119=7 471421355,
3363, ¢ 5741 1+1=3
2378 2 2
1+ 1 =1+ l = Z
Nous remarquons que nous obtenons des 2 +; g S
valeurs de plus en plus proches de la valeur
approchée d€2 donnée par la calculatrice. 1 + 1 =1

2+ 1 2+1 2+2 12
Puis nous avons essayé d’approofzd’une 24+ 1 5 5
autre maniereNous savons qué2 > 1 ; nous 2 2
pouvons donc poser : 14 1 _a1
2 + 1 29
\/2 =1 +% 2+ 1
2+1
ou x est un réel qui est supérieur a 1. On ¢ 2
déduit : 1+ 1 =99
2 + 1 70
1 =v2-1 2+ 1
1 V2 +1 2+ 1
X = = 2
v2-1 2-1

doncx = V2 + 1.Remplacons/2 parl +% :

on obtient ;

Nous constatons que nous obtenons les
mémes résultats que dans la méthode précé-
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dente, ce qui est normal, car on peut démon
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trer qu’entre deux réduites successives, on a
aussi la relation

Donnons maintenant la définition générale

d’une fraction continue.

Six est un nombre réel et qu’'on peut écrire
1

yt+t—m——

X =g+

etc ...

alors on dit qu'on a développé x en fraction
continueOn obtient ce que I’on appelle des
réduitesde la fraction continue.

D’une maniére générale, voici comment ebtt

nir ag, a,, etc ...

X=a+ vi ou ag partie entiere dg, v; > 1.
1
Si g, est la partie entiére deg, alors :
- 1
Vi=a +— et
1=a Vo

1

a1+i
V2

X=a9+ etc ...

Sia, est la partie entiere deg, alors :

— 1
Vo = + =
2= Va et

1
1

1
+ L+
2 Va

X=ay+ etc ...

aqq +
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Prenons I'exemple dél3 [méthode A]

Xx=v13=3+¢13-3)=3+ 1
1

V13 -3

v13-1
+

6+
V13+3
4

On peut se reporter a la deuxieme ligne du
calcul.Donc le développement est pério-
dique.




Les valeurs des réduites :

g = 3
r=3+ 1= 4
rp=3+-1 =3+1=35=7
1 +l 2 2
1
On procede comme précédemment :
11
===
3
4= 18
5
rs = 119
33
rg = 137
38

On pourrait continuer encore.
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et encore :

XxX=3+ 4
6+#
6+ 4
6+ 4
X+ 3

etc ... (réduites : /3, 39/1, ...)

Pour terminer, on peut dire qu’on obtient
ainsi de jolis développements pour des
racines carrées, en méme temps qu’on
s’ approche d’ une maniere intéressante et
rapide de la valeur d’'un réel, en tous cas
quand il est de la formén. Il nous resterait a
comparer les deux types de réduites de V13
par les méthodes A et B. Certaines fractions
sont les mémes, mais pas nécessairement au
méme rang.

Au lieu d'utiliser cette méthode générale, on
peut essayer de trouver autrement des valeurs
approchées dé13 ; on remarque quél3 est

un [NDLR : le] nombre positif x qui vérifie

I'équationx® = 13.

¥=9+4doux-9=4 [méthode B]

(x-3)(x+ 3) =4 soit

x-3=—4
X+ 3

oux=3+-4
X+ 3

Je remplace x du second membre par

3+ 4 et jobtiens :
X+3

x=3+ 4
6+ 4
X+ 3

En remplacant & nouveayar 3 + 4

X+3

X:3+#
6+ 4

6+ 4

X+ 3
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