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Sujet :

Est-il possible de construire une figure d'aire finie et de périmeétre infini ? En particulier, peut-on
modifier une figure pour augmenter son-perimetre sans changer son aire ?

Conjectures — Résultats :

La recherche des éleves a consisté a construire des procédés conservant ’aire mais augmentant le
périmetre.

Presque tous les calculs ont été faits dans I’année mais tous n’ont pas été redigés ici.

De méme pour les procédures sous GéoTortue.

Les éleves ont mis en place des suites associées a des longueurs'de cotés et'a des périmetres, calculé
certaines limites, élaboré des procédures, établi des tableaux de valeurs et de résultats ainsi que des
graphiques comparatifs.

Procédé Coteé Périmeétre Limite Procédure
Formule |~Démo | Fermule | Démo | Résultat |- Démo: | Ecriture | Dessin
Dentiolite 1 3 * X * * 5 * *
Dentiolite 2 * * * * *
Carré * * * * * *
Hexagone * * *
Cercle * * * * * * *
Peigne * *
Octogone * * * *
cgone * * *
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Résumé :

Peut-on augmenter le périmétre d'une figure sans changer son aire ? Dans de nombreux sujets de
maths, on rencontre des applications d'optimisation d'aires pour un périmétre fixe. Mais inversement,
quel procédé faut-il mettre en ceuvre pour avoir un périmétre maximal sans changer d'aire ? A notre
aire fixe d' 1m?, on peut également ajouter un parameétre supplémentaire : un cadre de 4 m® a ne pas
dépasser. C'est en partant de carrés, rectangles, octogones, hexagones ou encore cercles, que nous
avons baptisé ces objets nouvellement créés « isoaires ».

Les unités utilisées seront les m, m* et degrés.

1 - Escalier

Description du procédé :

Pour commencer, en partant d’une figure de coté 1, on "enléve™" ¥ de la surface du carré en haut a
gauche, que I’on replace au dessus du coin supérieur droit. Ainsi I’aire est conservée. Le périmétre
augmente a chaque étape de 2 fois la moitié du cote du carré précédent.

A chaque étape, on enléve un quart du dernier carré ajouté que I’on replace au dessus. Le périmétre
augmente de maniére semblable a chaque étape : 2 fois la moitié du coté du carré précédent.

Calculs :
Soit P, le périmetre, C, le cOté, et n leur indice a I’étape.

Etape 2.

} wna=ug=g

- Cétés qui se
/ compensent au niveau

Figure 1 — Découpages pour Escalier

On aainsi :

P, =4=4C, etpl=4+2><%:4C0+2C1 et ClzécO ;

puis P, = P, + 2x% =4C,+2C, +2C, et C, =%Cl donc P, =2C, +2C, +2C, + 2C,
on peut alors en induire une formule permettant de calculer le périmetre :
P, =2C,+2>.C, .

i=0
\oici une démonstration par récurrence de la suite P, :

Initialisation :
P, =4=4C, =2C, +2C,
Hérédité :
i=n i=n+1
Si P, =2C,+2> .C, ,est-ceque P,,, =2C, +2_C, est vraie ?
i=0

i=0

P. =P +2C,, car 2 nouveaux cotés sont rajoutes a la figure
i=n i=n+1

Pn+l = [)n + 2Cn+l = 2CO + 22 Ci + 2Cn+l = 2CO + 2 ch
i=0 i=0
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Conclusion :
P ., estvraie, donc par récurrence P, est vraie pour tout .

1

Par ailleurs C, =1, C, =5 , C, = 1 1 N

1
—=—,C =—,0r P, =2C,+2) C, donc
4 22 n 2n n 0 ; i

n+l
1 1 2 1 n 1_(;j 1 n+l
P :2+2(1+E+(EJ ++(E) ) donc P, :2+2—=2+4[1—(—j J

1-—

N

n+l
or Iim(lj =0donc IimP, =2+4=6.

n—>+00 n—>+w

Avec ce procédé, on a alors un périmétre qui tend vers une limite finie.

Figure 2 — Escaliers 0-1-2-10

A chaque étape deux segments du nouveau carré sont rajoutés, les premieres valeurs du périmetre

1 1 1
sont & _4+2XE , P, :Pl+2><2—2 ot B =P2+ZXF-

1
. N P =P  +2x—
Le processus se continuant on a de méme " " " 2" .

Le calcul des premiéres valeurs fait apparaitre 6 comme limite. Peut-on faire mieux ?

2 — Dentiolite 1 :

En partant d’un carré de c6té 1, on "enleve” du bord supérieur un triangle de hauteur la moitié du
coté, que I’on replace sur le bord inférieur. L’aire est ainsi conservée.

Le périmétre est diminué de 2 c6tés puis augmente de 4 fois la longueur des cétés du triangle (qui est
isocele) par rapport au périmetre précédent.

Etape 2:

1/2

Figure 3 — Découpages pour Dentiolite 1

La figure initiale étant un carré, le périmétre initial est donc P, =4.
Onnote P, le périmétre, C, le coté du triangle, et I’indice n I”étape.

2

Aletape 1ona C,; = et L =2+4C, .
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Aux deux étapes suivantes

A chaque étape, on “"coupe" le bord supérieur de la figure initiale d’un triangle de plus, en le
replacant sur le bord inférieur. Le périmétre augmente de maniere semblable a chaque étape : on
conserve toujours la longueur des 2 cotés latéraux de la figure et on ajoute le nombre de c6tés de
triangles autant de fois que I’étape le nécessite.

\5

Al’étape2ona C, = et P, =2+8C,.

J10

Al’etape 3ona C, = et P, =2+12C,.

Calcul de P, en fonctiondenetde C,

Onobserve que P, =2+4C,, P,=2+8C,, P, =2+12C,.

On remarque que 4, 8 et 12 sont des multiples de 4 : P =2+4x1C,, P,=2+4x2C,,
=2+4x3C,.

On peut alors en induire une formule permettant de calculer le périmetre P, =2+4xnC, .

Calcul de C, en fonction de n
Pour calculer C, on utilise le theoréme de Pythagore.

Etape 2: Generalisation :

1/4 1/2n

Figure 4 — Calcul des cotés

2 2
Par exemple a I’étape 2 ona C, = AC =+ AB* + BC* :‘/(%j +(%j :1/%+% :1/%.

En suivant le méme raisonnement que précédemment on peut généraliser ce calcul :

C = AC= \/n +1 \/n +1
2n V4 4n’ 2n

Procédure sous GéoTortue
Pour tracer la Dentiolite 1 nous avons utilisé le logiciel GéoTortue. Il nous faut la longueur des cotés,
que I’on a pour le triangle avec la formule C,, et I’angle pour faire tourner la tortue, notamment au

niveau des triangles, que I’on a calculé (directement dans la procédure).

Procéduras

t= pour dent n

2= @ 100

i= repn [tg (180 - atan (1Y) av (50m)*/ " 2+1Y)

o= td 2F(90-atanilmy)  av ((F0n i 2+ td atan(iin) |
s=tg 180

= av 100

r-repn [tgatanilm)  av (50 nt2+10

i= tg 2*(90-atan (1)) av (50 n*2+13)  td (180 -atan{1m)))
5= fin

Figure 5 - Procédure Dentiolite 1
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Calcul de la limite de P,

[ 2
Onaalors P, =2+4xnC, =2+ 4n>" +1:2+2\/n2+1.

2n
Ona P, ~2+2n donc lim P, =+oo . Avec ce procédé, P, a une limite qui tend vers I’infini.

n—>+0w0

YW

Figure 6 — Dentiolites 0-1-2-10

Peut-on faire mieux ?

3 - Dentiolite 2 :

Description du procédé :

Sur le méme principe que la Dentiolite 1, au lieu de couper des triangles dans le carré, on peut
couper a I’aide de paraboles. C'est-a-dire que pour la Dentiolite 1, on peut associer les segments de
droite du triangle a des courbes de degré 1, et la on opére avec une courbe de degré 2. Cela permet
d’avoir un processus d’augmentation du périmétre plus rapide, car les cétés ajoutés sont plus longs.
Pour chaque étape, le processus se deroule de la méme maniére que pour la Dentiolite 1 : on ajoute
une dent & chaque fois.

Le périmetre augmente de maniere semblable a chaque étape : on conserve les deux cotes latéraux et
on ajoute autant de fois que I’étape le nécessite le nombre de c6tés formés par les courbes.

On note P, le périmetre, C, la portion de courbe, et » leur indice I’étape.

Etape 1:

Ay

As [/

Ay

Figure 7 — Dentiolite 2 — Etape 1

De méme que pour la Dentiolite 1, la figure initiale est un carré de cété 1, doncon a:

P, =4 et P, =2+4C,.

La formule de généralisation pour calculer le périmétre est ainsi P, =2+4xnC, .

Pour calculer C, on va étudier la portion de courbe dans un repére avec des coordonnées. On

découpe en 4 et on choisit d’avoir 5 points par souci de faciliter les calculs, cependant le calcul est
moins précis que si on en avait plus. Pour avoir la longueur de C,, il faut additionner les distances

entre les points.

MATh.en.JEANS 2013-2014 Lycée St Joseph - BRESSUIRE page 5



Par construction, on connait les coordonnées des points A4, et A,. On définit ensuite les autres points

en coupant de maniere égale I’axe des ordonnées. On ne connait ni leurs abscisses ni I’équation de la
courbe pour le moment, on va donc les calculer.

Recherche de la courbe
On a d’abord besoin de I’équation de la courbe pour pouvoir trouver les ordonnées.
On est sur une courbe de second degré sur I’intervalle [0;0,5].

On connait le sommet de cette parabole qui est 4,(0;0).

Soit une équation du second degré : y = ax® +bx+c = f(x); S son sommet : S(_Zi;f(_zi»' On
a a

sait que ;—b:O,donc b=0,onaalors y=ax*+c= f(x).
a

La courbe passe par 4,(0;0) donc £(0)=0 donc ¢c=0 d’oliona y=ax’ = f(x)
2
La courbe passe par A4(1;1) donc pour x :1 onay :1 donc l: a 1 donc l><4= a d’ou
2 2 2 2 2 2 2
a=2
Ainsi on a pour I’étape 1 la parabole d’équation y = 2x°.
Calcul des coordonnées des points
On peut alors calculer les coordonnées des points A, (x,;v,), A, (x;;31), A, (x,55,), As(x35y,),
A,(x,35,) -

2 2
On choisit x, :% d’ou y, = Zx(a :3—12 , puis x, =§ d’ol y, = Zx(gj

22
"32

. 3 . 3) 3
uis x, =— d’ol y, =2x|=| =—.
p 3173 V3 (8} 32
On remarque que les ordonnées y forment une suite. Si on appelle p I’indice correspondant pour les
2 2

2
points 4,, 4, 4,,4,, A,0n aalors : y, =% car en prenant x, = on a y=2x(§j :5—2, et

o |

2
ainsi pour x, :g ona y, :%=%, ce qui était attendu pour AA%;%).

2 4 39 11
=), 4,(50), 4,5
8 32) 3(8 32) 4(2 2)

Les points du découpage sont donc 4,(0;0), Al(%;3—12), A, (

Périmétre
Onaalors C, = 44, + A A, + A, 4, + A3 4, , puis P, =2+ 4C,.
Etape 2

A I’étape 2, on étudie la courbe sur [0 ; ﬂ car I’on découpe la base de la « dent » en deux, on a ainsi

une dent en plus.
Soit B,,B,,B,, B,, B, les points a |’étape 2.
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Figure 8 — Dentiolite 2 — Etape 2

Recherche de I’équation de la courbe
De méme que pour I’étape 1, par construction, on connait les coordonnées des points B, et B,. On

définit ensuite les autres points en coupant de maniéere égale I’axe des ordonnées : i,i,i,i.
16 16 16 16

Mais on ne connait ni les abscisses des points, ni I’équation de la courbe.

En procédant comme pour I’étape 1, I’équation est de la forme y = ax”.

2
La courbe passe par le point B, (%;%) d’ou %: a&j d’ou a =8 d’ou I’équation de la courbe est

y =8x2.

Calcul des coordonnees des points B,,B,,B,,B;,B,_

A s o4 1 2 3 4 N )%
De méme qu’a I’étape 1, on a =— X, =—,X,=—,x, =—, C'est-a-dire =
f P MT6 T8 T 16 T 16 *p

Pour I’abscisse des points, on peut définir une formule comme pour I’étape 1 :

Pour n=1 on avait x, :E, pour n=2 ona x, = P , pour n=3 on aurait un découpage en
X
24 =8x3, on auraitalors x, = ﬁ ; on peut alors induire que pour » on aura x, = 8£'
X n

A I'étape 2 on a =8x 1 Z—L et =8x 2 Z—i puis dans le cas général
& 6) 32 7 16) 32

2 2
y, = BX(%j =L 0n constate que y, ales mémes valeurs qu’a I’étape 1. On peut donc induire

que y, aura les mémes valeurs pour toutes les étapes.
11

2 4
Les points du découpage sont donc B,(0;0), B — —— —:=).
p pag 0(0;0), (16 32) 2(16 32) 3(16 32) 4(2 2)

Périmetre

On a de méme C, = BB, + B,B, + B,B, + B,B,. Mais a |’étape 2 on a 8 segments de parabole d’ou
P, =2+8C,.

Onremarque que : P, =2+4C, et P, =2+2x4C,.

A I’étape 3 on aurait de méme 12 segments, d’ou on aurait P, =2+ 3x4C,.

On peut alors en induire une formule pour le périmetre en fonctionde net C, : P, =2+nx4C, .

On remarque que la formule du périmétre est la méme que pour la Dentiolite 1, c’est bien ce qui était
prévu dans le procede.
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Etape 3

A I’étape 3, on étudie la courbe sur [O ; E] on aura 3 dents. Les abscisses des points du découpage

p p

seront alors x = = .
P 3x2x4 8x3

Généralisation pour la parabole :
En généralisant le procédé au dessus on peut alors induire que les points du découpage ont pour

abscisses x, -2
8n
En procédant comme aux étapes 1 et 2, I’équation est de la forme y = ax”.
. 1 1\ . . 2
La courbe passe par le point B4(i;1) d’ou ==4a/—| d’ou l=a><i2 d’ou a= i =2n?
2n 2 2 n 4n

d’ou I’équation de la courbe est y = 2n°x”.

Remarques :

Nous avons utilisé le logiciel GéoTortue pour tracer la Dentiolite 2. Pour cela nous avons utilisé la
distance entre les points pour pouvoir tracer la courbe, ainsi que I’angle pour tourner (directement
dans la procédure). Nous I’avons réalisé uniquement pour I’étape 1, car il nous faudrait a chaque
étape recalculer la distance et I’angle.

|
= pour parad |
z= tel 90
i= tg atan(1/4)
a= @ IF{{1aY 2+ {13 2 23112
5=t @tan(3rd)-atan(1/4))
= an PRI 2+ {332 {1020
7= 1 @tan{ard)-atan{rd))
a= g IO 2+ {ar3 2y {1020
o= tg Gatani(yr4)-Gataniardn
o= @ IF(1 e 2+ (T I3 2 212N
1= fin

t3= pour parag |

ra= g Q0

5= td atan(1/4)

ré= @ IF((1Ia 2+ {132 2 {1120
7= td (atan{3rd)-atan(1/4))

ra= @ IF((1Ia 2+ {332 2 {1120
o= td (atan({ard)-atan{34))

zo= @ IF({{1rEy 2+ (a3 2y 231120
zr= td (atan T r4)-Gataniard)n

zz= @ IF({{1Ey 2+ (FI3 2y 231120
= fin
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== pour dent |

x> parad |

= lotd atand 4 av 72 td 90; av 12, tg 180; be;
== parag |

2= fin

=

#= pour dentiolite2 |

w= fdent |

m= g (@tan(7r4))

we oy av 2 tg 90 av li2; be; av i tg 180,

> fdent |

=1 (@tan(si4)); tg 180; Ic ;av 12 td 90; av Ii2; b tg 180; av |
7> fin

Figure 9 - Procédure Dentiolite 2

Il faut beaucoup de calculs pour passer a I’étape 2.

Nous avons aussi pensé a utiliser Algobox, logiciel sous lequel nous pouvons entrer des coordonnées
de points. Cependant cela nécessite beaucoup de ligne de programmation (rien que pour I’étape 1, il y
a5 x 2 x 4 coordonnées a rentrer : 5 points par courbe, coordonnées x et y, courbe présente 4 fois
dans la figure). On peut aussi mettre les formules pour calculer les coordonnées, mais cela implique
de déclarer énormément de variables, ce qui ne raccourcit pas forcément le programme,
contrairement a ce que I’on pouvait penser.

Pistes d’amélioration :

Pour optimiser encore le processus d’augmentation du périmeétre, on peut penser a augmenter le degré
de la courbe, ce qui rallonge la longueur des cotés ajoutés. On imagine que la figure vers laquelle ¢a
va tendre sera un rectangle dont on ne distinguera plus I’intérieur de I’extérieur, car la « dent »
formée par la courbe va "s’aplatir".

On peut aussi penser a "creuser" les « dents » plus loin dans le carré de départ: au lieu d’aller
seulement a 1/2 de hauteur, prendre une hauteur de 1, voir plus, mais apres les «dents»
s’emboiteraient les unes dans les autres.

Ces différents processus n’ont pas de limite : les périmetres tendent vers I’infini.

Peut-on améliorer la rapidité de croissance ?

4 — Carré avec récursivité

Présentation

Pour répondre a notre probleme, c’est-a-dire augmenter le périmetre d’une figure tout en conservant
la méme aire, nous pouvons continuer & nous placer dans un carre.

On divise chaque c6té du carré (de longueur 1) en cing segments égaux. On peut alors rajouter un
carré de longueur 1/5 a I’extérieur du carreé initial (& partir du deuxieme segment).

Le périmétre a été augmenté (création de segments supplémentaires) mais I’aire aussi. C’est pourquoi
il faut retirer un carré (a I’intérieur du carré initial) de méme aire en prenant pour un de ses cotés le
quatrieme segment de longueur 1/5.

On réitere ce phénomeéne sur les quatre cOtés du carré. Ainsi, I’aire est restée identique mais le
périmétre a beaucoup augmenté (de 5 segments on en obtient 9 segments sur chaque c6té du carré).

L B
I -
m o in JL
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Figure 10 — Découpage d’une ligne - Carré 0 et Carré 1

Récursivité
A chaque étape, cette opération se répete a une échelle plus petite (on divise a nouveau par 5 chaque
coté initialement divisé par 5) : on utilise le phénomene de récursivite.

Procédures

1= pour segment In

z= gin==0alors [av]]sinon [segment '3 n-1
i= tg 90; segment 15 n-1
«=td 90; segment I/ n-1
s=td 90; segment 15 n-1
&= 1g 90; segment /5 n-1
7= 1d 90; segment /5 n-1
#=1g 90; segment Y5 n-1
s=1g 90; segment /5 n-1
w=td 90; segment Fan-1]
ER{|

= pour carréln
rsrep 4 [segment In;td 90)
2 (1]

Figure 11 - Procédure Carré

Sur la figure, cela se manifeste par la création de carrés de plus en plus petits en fonction des étapes.

Bt

Figure 12 — Carré 0, Carré 1, Carré 2 et Carré 10

Les différentes valeurs sont relevées dans le tableau en dessous.

Etape 0 1 2 n
Nombre 4x1 4%x9 4x9%9 4x9"
de cotés
Longueur | 1 1 1 1
d’un coté 5 5x5 5"
Périmétre

4 4x9x= 4.92.5i2 4.9"-5];

On construit ainsi la formule P, :4><9”><5—n ou 4 correspond aux quatre cotes du carre, n

correspond au nombre d’étapes, 1/5 correspond a la division de chaque segment en 5 plus petits et 9
correspond aux segments créés a partir d’un seul initialement.

Variante

Pour augmenter I’efficacité de cette méthode, nous pourrions diviser les segments par 4, et non par 5,
afin d’augmenter la valeur du périmetre (les segments rajoutes seraient plus longs), et nous n’aurions
que 8 nouveaux segments.
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Figure 13 — Carré Variante

Etape 0 1 2 n
Nombre 4x1 4%x8 4x8x8| 4x8"
de cotés
Longueur | 1 1 1 1
d’un coté Z Axd 4—n
Périmétre

4 4><8><E 4.82.i2 48", L

4 4 4"

Les deux formules sont P’ = 4x @) et P} =4x Gj =4x2".

Les deux périmeétres deviennent infiniment grands lorsque » augmente infiniment, mais il est évident

. : 9 8
que la variante augmente plus rapidement car c < r

5 - A partir d’un hexagone

On considere maintenant un hexagone régulier comme figure initiale (voir figure ci-dessous),
contenue dans une surface dont I’aire fixe Ag=4:

Si I’aire 4,, de ce polygone régulier H est 4,, =1 alors le c6té ¢ de I’hexagone prend comme valeur

o 2
33
) —
Figure 14 — Hexagone initial
Calcul de c

Soit ¢ un c6té de I’hexagone. On a alors / = ?c , h étant la hauteur du triangle équilatéral de base c.

cX \/§ C
T 2
L aire d’un triangle équilatéral ¢ de I’hexagone H est définie par 4, = c;h = 22 = \/ic :
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L aire de I’hexagone H est alors définie par 4,, =6x 4, =6x

i 33
: |

2
2
Sachant que 4, =1 m® onadonc 4, :@zl d’ou c2=i, donc ¢ = i.
2 3/3 \'343

Construction initiale
Pour obtenir I’étape suivante, on peut appréhender le probleme de la grandeur du périmetre en

soustrayant des trapézes (dont les c6tés non paralléles et la petite base équivalent a %) sur un coté de

I’hexagone et ensuite rajouter cette partie a I’extérieur du trapeze.
Pour cela, I’étude sur la moitié de I’hexagone, soit un trapeze, facilite la lecture de la construction. (1)

Figure 15 — Construction initiale

Figure 16 —Hexagones 0, 1 et 2

Calcul du périmetre

Aprés avoir calculé a la main le périmétre P, des figures créées selon les premiéres étapes », on peut
regrouper les résultats dans le tableau suivant.

n [P,
0 6xc 2
67%3,7 n Pn
3v3 0 6xc c
1 c 2 6x1x
18x = 9/ - =56 1
2 1 Oxc c
2 c GXBXE
54x < /
X 4 13,5 8,4 2 13,5XC 6X9X£
3 | 162xC 2025 |2 ~126 *
5 ~12, 3 | 2025xc 6><27><%
4 c
486x— 30,375, -5 ~188 4 | 30,375xc 6x81x -
16 16
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Apres observation, on voit que le périmétre augmente en fonction de I’étape. On peut donc chercher a
formuler une conjecture.

On peut donc généraliser en proposant la conjecture suivante P, =6x3" x Zi” =6c x g—n =6c x (gj .

Démonstration
A chaque étape chaque c6té est divisé par deux et remplacé par 3 cotés, 6 étant le nombre de cotés et
c étant la dimension du coté de base.

Calcul de la limite du périmétre

Onadonc P, = 60){%) , OF 6¢ =6x /% est une valeur constante, donc la valeur de la limite

porte sur Gj (suite géométrique de raison ¢ =g) ; or Iim,Hm[%j =+o0 Car ¢ :%>1, donc

lim|=| =+
n—+o| 2 .

1,6E+11
1,4E+11 3
1,2E+11

1E+11

*

SE+10

6E+10 *

4E+10 *

2E+10 Ad

+
@
g
0 %
0 10 20 30 40 50 60 70

Figure 17 — Périmétre en fonction de n

Construction avec GéoTortue

Le logiciel GéoTortue permet d’utiliser la récursivité. On peut visualiser I’évolution de I’allure de la
figure et se rendre compte alors que le périmetre est d’autant plus grand que le rang de I’étape
augmente.

Procédures 12= pour trapézed I n 2> pour hexa I n _
- 13 si n==0 alors [av|] sinon [ #= sin==0alors [av|]sinon [
= ppurtrapezeg I'n . > td BO == trapézeq If2 n-1
2= sin==0alors [av|] sinon [ (s~ trapézed 2 n-1 o= td B0
I= tg EE! 16> tg ED 2> trﬂpéled I.'IE n_-] ]
+» trapezeq U2 n-1 i7= trapézeg W2 n-1 2= fin
= td G0 30>
: 1= tg 60
&= trapézed 12 n-1 > trapézed /2 n-1 = pour hexagone | n
7= td B0 20~ td 60] iz= rep 3 [td 60; hexaln]
&= trapézeg 12 n-1 2t fin w= fin
g= tg 60
= fin

Figure 18 — Procédure Hexagone

La procédure permettant de construire la figure exige une programmation en 3 étapes. Sachant que la
figure est un assemblage de trapézes qui subissent un agrandissement ou une réduction selon la
valeur de I’étape ; il a été nécessaire de créer deux procédures intermédiaires pour construire ces
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trapezes :

o une procédure intitulée trapezeg pour les trapezes « sortants » (ceux qui sont « recolles » a
I’extérieur ;
o une procédure intitulée trapézed pour les trapézes « rentrants » (Ceux qui sont « Creuses »).

Enfin, la figure obtenue exige alors un assemblage de ces deux trapezes (hexa) qui dépend du rang de
I’étape. Ainsi, on répéte 3 fois ce programme (hexagone) pour visualiser la figure selon I’étape n.

Il faut en plus paramétrer le programme pour modéliser une figure selon les variables / qui indique la
longueur du segment initial et » qui indique I’étape.
\oici la modélisation finale jusqu’a I’étape 4 (I’aire est conservée et le périmetre augmenté.)

@ Pofcin s

Figure 19 —Hexagones de 0 a 4

6 — A partir d’un cercle

Apres étre partis de figures polygonales, nous avons eu I'idée de débuter avec la figure pour laquelle
une aire de 1 donnait un périmetre minimal: le cercle.
Dés lors, connaissant l'aire de notre figure il faut lui trouver son rayon.

Comme 4, =1ona zr*>=1d’ol po

Jr
Construction du creux
Nous avons voulu reprendre I'idée d'enlever des morceaux de notre figure pour les remettre ailleurs,
mais le probléme dans un cercle est que les découpages doivent prendre en compte des parties
arrondies, plus difficiles a superposer sur le reste du cercle.
Nous avons donc eu l'idée de prendre un «trapéze » dans le cercle auquel on &terait sa partie
arrondie. Pour tracer ce « trapéze » nous prenons deux points du cercle (4 et A’) chacun reliés au

centre du cercle O. L'angle que forme 4’04 est noté a: a = A'OA. De ce rayon nous 6tons un
segment de longueur d, qui nous permettra d'avoir une figure en une seule partie dont les differents
morceaux ne coincideraient pas par un seul point (O, C, C’ distincts).

~ o B
PNy
- 7 ¥
/ - /
/ A o/ fo
— —~
/ - ’/_ /
/
/ - yd /
/ / e y ff'r
[ // f/ A
/ / e
| Vg f P
! / / o
\ y
\ | | d,"{
AN , ] oo fe L,
AN /f |
|
~ \ /
P \ /
- - b -~ {
N 7
Yo /
x, //
\\ S

Figure 20 — Découpage dans un cercle

Construction de la bosse
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Revenons a la figure, nous relions les deux rayons amputés des segments de longueur d qui donnent
les points C et C', ainsi que les deux points initiaux: 4 et 4. Comme nous pouvons le voir sur la
figure 20, la partie arrondie est écartée et préservée pour la suite. On définit alors le point A"
symétrique de A par rapport a A'. En reliant ce point a A’ et en découpant la partie extérieure, on
obtient une nouvelle surface identique au premier morceau arrondi découpé. Nous avons également
créé un nouveau c6té plat sur lequel nous pouvons poser le trapéze qui a exactement les bonnes
dimensions, A4’ étant égal & A"”A". Les deux morceaux arrondis trouvent alors naturellement leur
place chacun d'un cété du trapeze.

Conditions
Sachant que » = 1 le périmetre du cercle est P, =27zr = 27r><i =2Jr
Jr ’ Jr '
Par ailleursona d =0C =0C'e }O;i{ et AC=A4'C'= i—d .
Jr Jr
Nous avons aussi besoin des points D, D', E, E', O' définis en reposant le trapéze au dessus de

[4'4"].

Nous avons aussi alors remarqué qu'il fallait un angle pas trop grand sinon les parties arrondies du
cercle recollées sur le trapeze se chevauchaient.

On cherche donc I’ensemble de définition de « : A4"D'< 4"0'=rsinon [4"D'|et [4'D] seraient

sécants, et 4"D'# A"O' sinon O', D', D seraient confondus et alors le triangle O E’E serait « vide ».

Si O'= D' alors le triangle 44°0O’ est équilatéral, I’angle A'O"' 4" = A4'0OA4 = a vaut alors 60°.
Pour que la construction soit possible il faut donc que « < 60°.

Calcul de distances

1- cosAAA\'O en fonction de AA'

Soit B le symétrique de A4’ par rapport a O: le triangle BA’A est rectangle en A donc
A4 _ A4 _ A4 AAx donc cosAﬁ'O:AA*/;.

AB  2r 2/Jx 2

2 — AA'en fonction de o

CosSAA'B =

De plus 404’ est isocele en O et AbA':a donc A/i'O: 180-a , de plus cosAﬁ'O= AAZ\/;
donc M: AA' donc AA4'= 2 003[180_0{).
Jz Jz

2 — Autre calcul de 44°

En prenant 7 milieu de [AA'] le triangle OAI est rectangle en O et Ab[ :% d’ou sin Abl :%

J = cos[QO -~ —j = sin(—j :
2 2
3 - CC'en fonction de a.

(0A) et (04") sont sécantes en O ; O,C, A € (OA) et sont dans cet ordre,
de méme O,C', 4’ (04') ;

d’ou sin(%] :i/2 d’ou A4A4'= ZXLSiH(%}.

Ur Jr

: . . . 180
On retrouve bien le méme résultat qu’au dessus puisque cos(
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oCc d oc' d oc _ OC
et —— =-—donc

ona —=— =
OA r o4' r 04 o4
donc d’aprés la réciproque du théoreme de Thales (ccyn44y
donc—_ = cc donc dvz = Jr_cc donc CC'ZMXCOS 180 -
1 2 [180—04) 2 [180—0:) N 2
——  —=XCO0S| cos| ————
Nr xz 2 2

donc CC'=2d x cos(180 _ a) .

3’ — Autre expression pour CC”
Dans le triangle OCC’ soit H le milieu de [CC'].

Le triangle OCH est rectangle en H avec C5H=% d’ou sin(%)=C—H:&/2

ocC d
d’ou CC'= 2dsin(%].
La encore on retrouve bien le méme résultat qu’au dessus.

4 - Calcul de I’'augmentation du périmeétre

Nos constructions sur le cercle n’alterent pas I’aire de départ du cercle, ainsi chaque fois que nous
utilisons le processus de construction le périmétre augmente de :

p=AC+CC+C'A+DE+ EE+E'D'=2AC+2CC'+2AC -2A4A4'=4AC + 2CC'-244'

1 180 — & 2 180 — & N
=4 ——d |+2 2dcos —2x COS d’ou
P [J} j ( 3 )j Jz ( 2 ]

G ohoof)

4’ — Autre formule

=
1)
1

Figure 21 — Figures particulieres
Pour tenir compte des situations particuliéres selon d, on pose DE =|4'E — A'D| =|AC — A4’

o2

p=AC+CC+C'A+DE + EE'+E'D'=2AC + 2CC'+2DE

d’ou DE =
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oA A2

()
Répétition

Notre idée de départ était de répéter le processus jusqu’a avoir fait le tour du cercle.
Ces augmentations sont opérées un nombre maximum de fois dépendant de I’angle pris au départ.
Pour simplifier les calculs nous n’avons pas cherché a utiliser la partie de cercle restante. Nous

n’avons donc pris que la partie entiére de 360 notée E(@j
2a 2a

La partie ajoutée au périmétre du cercle vaut donc E[?J x p Cest-a-dire
(04
360 1 180 - &

4F ——d | 1-cos .

e {57))
En notant /P le périmétre total dépendant de « et de d on a donc

360 1 180—«
Xr+4 ——-d |1-co

P E(zaj [JE j[ { 2 D
Découpage par étapes
Nous intégrons la notion d’étape dans la formule précédente, c’est-a-dire que le périmétre /P
pourra étre calculé a n’importe quelle étape n du processus. Une étape n correspond a une
division par 2 de I’angle« :

sin=0o0na Opétale;sin=10na E 360 bosses ou pétales ; si n=2 onak 360 pétales ;
2a 2a /2

sin=30nakE 360 pétales ;
214

. ; (24
On peut donc conclure en prenant comme angle « en fonction des étapes » : PT=y

On remplace donc & par% dans la formule ¢ P ce qui donne

18
n-1
ep, =2z +ar] 30 [i_djl_co 2

a |
2n—l
nn-1
Ce qui donne ‘P, =2\/r +4 360277\ [ L g 1-co
2x Jr
45
nn—1 -1
En choisissant o = 45° on obtient P, =2z +4 360x277 X i—a’ 1-co§ — 2 —
90 Jr 2
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Ce qui donne ,/P=2y7 + 4E(2”+1)><(i —d
Jz

frofor-2)

Figure 22 — Fleurs 0-1-2-3

1= pour hosserda
2= N=a

= = r-d-2°T*sinars)
t= fr=(180-a)2

5= = 2*d*sinar?)

> =2 T sinalrs)

7= c=aln

= couleur 0 0 255

Jrocedures

= pour trour da
= f=1-d

1= = (180-a)y2
1= = 2*d%sinaid)
i= coulewr 25500
=t 180; avf

r=tg b avl m=repn [avs tdc]
i=tg b avi == couleur 25500
i=fin m-tgal;av o

z2=td b, av |

z=td by av o

2=ty ar2

== couleur 00 2545
m=Tepn [avstdo]
= fin

z= pour figure r d a
PR |

wi=trourda

= td af?

= hbosserda

w= tg 180-(ard)

= fin

Figure 23 — Procédure Fleurs

= pourtrourda
2= fi=r-1d

i= b= ({180-a)2
4= = Fd¥sinar)
§= Crayon rouge

= pour hosserda

3= = r-d-2*r*sin{a/z)
ra= pi=(180-an2

5= = 2%d*siniar)

= C=aln

Figure 23 bis — Procédure Fleurs (conforme)

i-1d 180 av f 7> 5 =TI
7=1g by av | 1= crayon bleu
g=tg h;avf mwerepn [avstdc]
5= fin = CrAYOn rouge
= tgald; av g
z=td h; aw |
zi= td h; av g
= tgal
= crayon hlew
w=repn [avs tdc]
7= fin
7 — Peigne

iz= 5i (a=0.1) alors [n=10% ]sinon [n=1]

2= pour figurerd a
0= ct

si=trourda

az= td ar2

= hosserda

sa= tg 180-(ar2)

5= fin

7> potir Fleur rd p

> gi=180p

is= rep (18002 [figurerd a)
= o

ar=tg 180; av 320

42= td 90; av 80;tg 90

L= e

4= &Cris nombre de pelales=p
45> |

46 av 15;1g 90; av 30;td 90
4= be

s> BCTiS rayon =1

T [

so- @ 15 td 90 av 15;1g 90
ir= b

sx» &Cris rayon central =d

s3> fin

37> pour Fleurr d p

= g=180Mp

= rep (1305 [figurerd a]
ar= o

at= 10 180; av 320

az= el 90; aw B0, tg 490

41> hbe

44> BCris nomhre de pétales =p
a5 o

ai> @y 19 tg 90; av 30;td 90
a7= he

4> BCriS ravon=r

a= o

so= av 15, td 90; aw 15;tg 90
st= he

sz» BCTis rayon central =d

Une autre idée a été de modifier un rectangle pour faire un « peigne » ou « radiateur ».
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Figure 24 — Peignes 0-1-2-10

dn+2
21n+2

Cette figure est paradoxale puisqu’on a I’impression que I’aire devient plus grande quand » est trés
grand. (2)

Le périmetre est donné par P, =4+3,8n+

8 - Octogone

Une tentative limitée a été faite a partir d’un octogone, les mesures sont en cm. La mise en place d’un
processus ne semble pas possible.

.
o
8+8+2 24+ 82 8+ 2442 48+ 42

1,93 3,53 4,20 5,37
Figure 25 — Découpage d’un Octogone

Une variante a été cherchée en reprenant I’idée utilisée pour le carré : découper les bords et rajouter
des octogones réduits. Mais pour éviter que des morceaux se superposent il a fallu modifier le
découpage.

\oici une procédure avec GéoTortue avec un redécoupage de chaque segment en 11.

1= pour segment I n 3= td 135; segment 111 n-1;
z= sin==0alors [avl]sinon [segment /11 n-1 re=tg 45, segment 1111 n-1
i= g 24111 5= tg 45, segment 111 n-1

4= 1g 13%; segment 111 n-1
s=td 45; segment 1111 n-1

6=t 45, segment 1111 n-1
»tg 45, segment 111 n-1

é=td 45; segment 111 n-1 w>1g 45, segment 111 n-1
7=td 45; segment 111 n-1 > tg 45; segment 111 n-1
&= td 45; segment 111 n-1 = 1d 135; segment 111 n-1)
g=td 45; segment 11 n-1 o= av 2711
= td 45; segment 1111 n-1 z=fin
= 1g 135; segment 1111 n-1 o=
= @ 25111 2> pour octogone | n
== rep 8 [segment In;td 45]
> fin

Figure 26 — Procédure Octogone
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(L3

Figure 26bis — Octogone 0-1-2

8 — Cgone

En cherchant a étendre a des polygones réguliers il a fallu utiliser la partie entiere pour découper en
3. Une premiére tentative a fait apparaitre, en zoomant, des superpositions : sans doute qu’il y a trop
de rajouts intermédiaires.

5 cutarse-porgons N NS & TR N
Eichiers Affichage Coloriage Bibliothéque Pinacothéque Quiils Aide

T:-Z 1’ L %@ °

Procédures

1> pour cgone In ¢

2= pr=floor(ci3)+2

3> sin==0alors [av|]sinon [

4> rep (c-2)2 [cgone Upn-1c)

- tg 180-360/c

=cgone lpn-1c

7= rep ¢-2 [1d 360/c; cgone Up n-1 c]
&> tg 180-360/c

= rep (c-2)/2 [ cgone Up n-1 ¢

o= td 180-360/c

> cgone Upn-1¢

2> rep c-2 [ tg 360/c; cgone Upn-1c]
tar td 180-360/c

v rep (c-2)2 [ cgone Wpn-1c]]

5= fin

7> pour polygone I n ¢
> repc [cgone In c; td 360ic ]
w> fin

Figure 27 — Procédure Octogone 2 - Erreur

En procédant comme dans les figures précédentes, c'est-a-dire en ne rajoutant que deux insertions par
segments et en utilisant un découpage avec (3*floor(c/3)+5) on obtient des figures satisfaisantes.

= pour cgone lnc

= p=3*Tloorici3+4

= sin==0alors [avl]sinon [av flooric/3H+3 10,
= 1 120-3600C;

=repc-1 [cgone lipn-1c; td 3600c]

=td 180; av floor (c/33-1)"p; td 180-3600c

=rep c-1 [cgone lipn-1¢; tg 3600c)

=td 180; av floor{c/3+3" ]

= ﬁ“

i

~ B L b L ha | -

[

t1= pour polygonepubli Inc
tz=Tep ¢ [cgonelnc;td 360/c ]
t3=fin

id =

Figure 28 — Procédure cgone
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Figure 29 — 10gones 0-1-2-3-4

Figure 30 — cgones I pour c valant 4-6-8-10-12

Les différentes formules donnant le périmetre sont regroupées en dessous :

25000 /
20000 /- —carré
/ —hexagone
15000 octogone
—décagone
//_ —dodécagone

10000 /
5000

Figure 31 — Comparaison 1 des périmetres

10 — Comparaisons
Afin de mieux appréhender les différentes formules que nous avons trouvées et d'en comparer les

résultats, nous les avons rentrées sur un tableur pour pouvoir comparer I'évolution du périmetre selon
les étapes.
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Evolution du périmétre

N wlf
®. 3

LR 1

Périmétre (m)

® ol
a— 11l
" .
nlid

|

L

Efc:pe n)
Figure 32 - Comparaison 2 de périmetres

Ainsi comme nous pouvons le voir sur la figure qui présente les 6 premiéres étapes, nous pouvons
regrouper les méthodes de construction en trois groupes différents.

Dans le premier, nous mettrons I'Escalier. Ce dernier augmente légérement et a une limite de 6.

Dans le groupe suivant se trouvent les Dentiolites et le Peigne. Tous augmentent doucement mais ne
plafonnent a aucune limite.

Dans le dernier groupe, a l'instar des fractales (de carrés, d’hexagones ou autre polygones), la fleur
connait une forte croissance (bien que pour I'nexagone, la figure ne montre pas parfaitement sa rapide
augmentation). Les membres de ce groupe vont donc voir leur périmétre tendre vers l'infini de facon
plus fulgurante que les méthodes utilisées pour les figures du second groupe.

Conclusions

Par ailleurs toutes ces figures restent bien dans un domaine limité. Il resterait a verifier que les
figures restent dans le carré de coté 2, en particulier pour toutes les fleurs ou alors a trouver les
conditions pour que ce soit réalisé.

Deux applications en technologie et dans le monde du vivant ont été citées lors de la présentation au
forum Faites de la Science.

Figure 33 — Applications
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Notes d’édition

(1) Au final, a chaque étape on enléve et rajoute alternativement un trapeze a chaque cé6té.
Comme il y a toujours un nombre pair de cotés, on enléve et rajoute autant de trapezes, donc
I'aire est bien conservée ! Par exemple, a I'étape 1 on enleve 3 trapezes et I'on en rajoute 3, a
I’étape 2, on enléve 9 trapézes et on en rajoute 9, etc.

(2) Ilmangue les parametres de la construction pour retrouver cette formule ... Néanmoins,
en supposant que le rectangle initial est de cotés 2 et 0,5 (donc d’aire 1) et que pour chaque
n, la largeur des batonnets est identique a la largeur des interstices qui les séparent, saurez-
vous retrouver la hauteur H des interstices (qui est inférieure a 2, et la méme pour tout n), et
la largeur €(n) des batonnets et interstices a I'étape n ? Vous pouvez alors vérifier si I'aire est
bien toujours égale a 1.

((Z+U1T)T/T=(U) 12 6T = H : esuoday)
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