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Dans cet article, on étudie la probabilité qu'une espéce animale s’éteigne en moins de n
générations. Pour cela on considere un ancétre unique et on se donne les probabilités qu 'un animal
de cette espece ait zéro, un, deux ou trois enfants.

1) Présentation du probléeme :

On essaie ici de calculer la probabilité qu’une espece animale disparaisse.
Pour simplifier, on considére que chaque individu donne naissance a un certain nombre d’enfants
sans avoir besoin de partenaire.
Pour le premier exemple traité, on fixe les données suivantes.
Au cours de sa vie, chaque individu a :
e aucun enfant avec une probabilité de 1/8,
e un enfant avec une probabilité de 3/8,
e deux enfants avec une probabilité de 3/8,
e trois enfants avec une probabilité de 1/8.
On suppose que les naissances sont indépendantes les unes des autres.
Dans ces conditions, on se demande quelle est la probabilite que, partant d’un seul individu,
I’espéce soit éteinte en moins de n générations.

2) Une relation de récurrence :

2-a) Quelques calculs sur les premiers cas :

La probabilité que I’espece s’éteigne au bout d’une seule génération est égale a 1/8.

Calculons maintenant la probabilité que la population s’éteigne en moins de 2 générations.
L’individu initial peut avoir 0, 1, 2 ou 3 enfants.

La population sera éteinte si aucun de ces enfants n’a d’enfants.

On peut représenter la situation par un arbre de probabilités :
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La probabilité qu’un individu donné n’ait aucun enfant est de 1/8.
La probabilité qu’un individu donné ait au moins un enfant est donc égale a : 7/8.
Calculons la probabilité que deux individus n’aient aucun enfant.

On utilise I’arbre ci-dessous ou E, indique que ’enfant n° i a au moins un descendant.
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Le seul chemin a prendre en compte est le dernier, E, NE,.

2
o e : 1
La probabilité que deux individus n’aient aucun enfant est donc égale a : (gj :

Calculons la probabilité que trois individus n’aient aucun enfant.
On utilise I’arbre ci-dessous :
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Le seul chemin a prendre en compte est le dernier, E, "E, N E;.

3
La probabilité que deux individus n’aient aucun enfant est donc égale a : (gj .

Finalement, on peut compléter le premier arbre ainsi :
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La probabilité que I’espéce s’éteigne en moins de 2 générations est donc égale a :
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On note p®cette probabilité

Calculons maintenant la probabilité que la population s’éteigne en moins de 3 générations.
L’individu initial peut avoir 0, 1, 2 ou 3 enfants.

La population sera éteinte en moins de trois générations si aucun de ces enfants n’engendre une
descendance de plus de 2 générations.

On peut représenter la situation par un arbre de probabilités :
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La probabilit¢ qu’un individu donné engendre une descendance qui s’éteint en moins de 2
générations est égale a p,.
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Calculons la probabilité que deux individus engendrent une descendance qui s’éteint en moins de 2
générations. On utilise 1’arbre ci-dessous ou E. indique qu’il n’y a pas d’extinction en moins de 2

générations pour I’enfant n°
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Le seul chemin a prendre en compte est le dernier, E, NE,.
La probabilité que deux individus engendrent une descendance qui s’éteint en moins de 2
générations est donc égale a : p,’.

Le méme raisonnement s’applique pour trois individus. On utilise I’arbre ci-dessous.

Ecllomk /1
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Le seul chemin & prendre en compte est le dernier, E, nE, NE,.

La probabilité que trois individus engendrent une descendance qui s’éteint en moins de 2
générations est égale a : p,’.

Finalement, on peut compléter le premier arbre ainsi :
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La probabilité p, que ’espéce s’éteigne en moins de 3 générations est donc égale a :
1 3 3 L, 1
=Z4+2xp, +—x +x ~ 0,2043.
Ps s'g P, 3 P, 3 P,

2-b) Une relation générale :

Le calcul précédent se généralise.
Sionnote p, la probabilité que ’espéce s’éteigne en moins de n générations, on a :
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Ainsi,ona: p,,,=—+=p,+=P, +=P, -
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Ona p,,=f(p,), ou f estlafonction définie par f(x):%+§x+§x2+%x3.

3) Etude de la suite (p,) :

3-a) Convergence de la suite :

Pour montrer que la suite ( pn) est convergente, on va montrer qu’elle est croissante et majoreée.

Etudions les variations de la fonction f définie par f(x) = % +§x+ g x* + % X3
Ona: f'(x) 33kt 3.5 3
8 8 8 8 8 8
On voit que tous les termes de f '(x) sont positifs sur [0 ; 1] donc f est strictement croissante sur
[0; 1].
On cherche a montrer que p, < p,,, <1. Onnote P, cette propriété.
Initialisation :
On cherche a montrer que p, < p, <1.

Ona E < 729
8 4096

Hérédité :
On suppose P, vraie. Montrons que p,.; < P,...; <1.
Ona p,<p,, <L

On applique la fonction f etona f(p,) < f(p,.,) < (@) car f conserve les inégalités sur [0 ; 1].

<1l donc P, est vraie.

5
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Onadonc p,,; < Pyag <1.
L’hérédité est validée.

Finalement, la suite (p,) est bien convergente.
3-b) Calcul de la limite :

Soit | la limite de la suite (p, ).
Comme p,,=f(p,), que I = I|m p, et que f est continue sur [0; 1], le nombre | est une

solution de I’équation : f(I)=1.

On résout cette équation :
1 3, 3

fl)=1eots31:312:
8 8 8 8

<1+31+317+1° =8l

<1+31+317+1°-81 =0

<1-51+312+13=0
On factorise par (I —1) car 1 est une solution.
Eneffet,ona:1-5x1+3x1°+1°=1-5+3+1=0.
1 est bien une solution donc on peut factoriser 1-5I +31%+1° par (I -1).

On a un polyndme de degré 3 et | —1 est de degré 1 doncona:

(1 =D (al? + bl + ¢)
polyndme  polyndéme
de degrél de degré 2

polyndme de degré 3

Ona:
1-51 +31% +1°=(I -1)(al *+bl +c)a

=al®+bl?+cl —al?-bl —c.

Ona:
a =1 a =1
a=1
b-a= 3 b-1 = 3 _
c—b = 51— =—5©{2:_41-
- =1 c =-1 a

Onadonc 1-51 +31°+1° = (1 -1)(1% +41 —1) et
-soit: | -1=0<1=1
-soit 17 +41 -1=0.
C’est un polynéme du second degré ou a=1, b=4 et c=-1.
A=b*—4ac=4%—4x1x(-1)=20>0

—b—JA -4-20
2a 2
probabilité donc la solution estentre O et 1 ;
—b+/A —4+\/___2 J5~0.24.

2a

donc x, = =—2—+/5 ~—4,24 mais ceci n’est pas possible car on cherche une

et x, =
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La limite de la suite (p, ) est égale & —2++/5 ~ 0,24,

Voir note de I’édition

4) Généralisations :

Nous avons commencé a généraliser le probleme en changeant les probabilités données au départ.
Nous avons pensé a examiner les cas ou il y a deux enfants au maximum ou un enfant au maximum.
La démarche globale reste la méme et il est stirement possible d’établir des formules donnant la
limite de la suite en fonction des probabilités de départ mais nous n’avons pas eu le temps de tout
terminer.

Note de I’édition : Il manque ici la justification du fait qu’on peut éliminer la valeur 1 comme limite
possible de la suite.
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