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Sujet

On dispose de grilles rectangulaires de taille p x g. A
certaines intersections sont placés des points numéro-
tés [points de base]. On doit élaborer un circuit par-
tant du point 1, passant par tous les autres points dans
I’ordre du numéro qui leur est attribué puis revenant a
I’origine : le point 1.

Attention : il est interdit de passer deux fois par le
méme coté d’un carreau de la grille ou par le méme
point numéroté, en revanche, il est permis de passer
deux fois par un point non numéroté de la grille.

— Pour une grille et un entier n données, quels arran-
gements de n points de base admettent-ils un circuit
solution ?

— Quelles grilles permettent-elles de tracer un cir-
cuit solution pour n’importe quelle disposition de n
numéros ?]
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Problématique. On s’intéresse a la question sui-
vante : quel est, pour une grille de taille donnée, le
nombre maximal de points [de base] (noté max) pour
lequel il y a toujours un circuit solution, quelle que soit
la position des points?

I - Premieére approche des circuits imposés

a) Premiere approche du probléeme

On commence d’abord par étudier les circuits réalisa-
bles sur la plus petite portion de grille possible : un car-
reau, c¢’est a dire un rectangle de taille 1 x 1. On prévoit
de I’augmenter ensuite progressivement.

Pour 2 points uniquement, on par-
vient dans tous les cas a relier les
deux points et a revenir au point
d’origine, quelle que soit la position
des points considérés.

1 2

De méme, 3 points peuvent toujours étre reliés [quelle
que soit leur disposition]

1 2 1 3

3 2
1 2 1 3
3 2

En revanche, 4 points ne peuvent pas étre reliés s’ils
sont placés comme ci-dessous. Ce cas constitue donc
un contre-exemple .

4 2 2 4

Ainsi, méme s’il est possible de relier quatre points
dans certains cas, on dira que le cas de 4 points sur une
grille de 1 x 1 constitue un contre-exemple, et donc que
4-1=3 est le nombre maximum de points pour lesquels
il y a toujours un circuit solution quelle que soit la po-
sition de ces points sur une grille de taille 1 x 1.

Or, on s’apercoit ensuite que quelle que soit la grille
considérée, il existe toujours un contre-exemple pour

uatre points :
quatre p 1 2 4

Grille 2x2

Grille 3x3

Travaux d’éleves Math.en.Jeans 2011



126

b) Des regles a rajouter

I1 nous est donc nécessaire d’établir de nouvelles condi-
tions que nous étudierons successivement :

— une condition sur la marge m établie depuis le bord
de la grille

—une condition sur 1’écartement minimal, horizontal
ou vertical entre les points (e, ou e ).
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¢) Théoreme 1

Soit une grille rectangulaire de taille k x n. Si cette
grille ne possede pas de marge obligatoire prédéfinie
(donc m=0) ni d’écartement minimal obligatoire pré-
défini (e,=1 et e=1), alors le nombre maximum de
points pour lequel il y aura toujours un circuit solution
(noté max) sera toujours égal a 3 quelles que soient les
dimensions de la grille.

tou- 1 3

situa- i_(/
40

Preuve. On  pourra
jours rencontrer la
tion illustrée ci-contre.
En effet, lorsque le point 1 est en-
cadré par d’autres points dont le
numéro est différent de 2, alors
le circuit ne peut étre réalisé.

II - Etude de la marge

a) Etude expérimentale

Afin d’étudier I’influence de la marge, on pose donc
e,=lete =1.

- Cas m = 0. Ce cas a déja été traité (cf. théoréme 1) :
max = 3.

- Cas m = 1. Pour m=1, il ne nous est pas possible de
relier 4 points, quelle que soit la position des points.
Ainsi max = 3.

Illustrons par un exemple qui
montre un circuit possible pour 4
points :

7

Cet exemple est suivi de deux contre-exemples [en
fait un seul] qui nous intéresseront par la suite.

circuits imposés

4 2
 J _ _

- Cas m = 2. Pour m=2, il devient possible de relier 5
points, quelle que soit la position des points. [...]

Nous allons établir que max = 5.

Idée de la preuve. Dans un premier temps, Si nous re-
prenons les contre-exemples des quatre points pour
m =1 ci-dessus, les circuits deviennent réalisables gra-

ce a une marge de 2.
Voici un exemple:

Cela nous donne une indi-
cation sur la maniére dont
la marge de m=2 permet de
réaliser [tous] les circuits a
5 points.

Nous avons vérifié, il est toujours possible de relier
5 points pour m=2, quelle que soit leur position.
[L’auteur n’explique pas comment il traite tous les

cas (une infinité ?)].

Voici un exemple :

l“_"_
1 3 2
4 5

1 4
3 6
5 2

Pour le cas de 6 points, tou-
jours avec m=2, le contre-
exemple ci-contre  est
significatif pour la suite du
raisonnement.

[Ce contre exemple mon-
tre en fait que] le circuit
devient impossible pour 6
points quelle que soit la va-
leur de m (avec e, = e = 1).

On atteint ainsi la limite de ’effet de la marge sur le
maximum. On peut donc énoncer un nouveau théoreme.
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b) Théoreme 2

Soit une grille rectangulaire de taille k x n [entiers po-
sitifs quelconques] . Soit m la marge comptée depuis
le bord de la grille, o m est un nombre entier naturel.
Si cette grille a pour écartements minimaux prédéfinis
e, =1 ete=1, alors

Sim< 2, on obtient max =3

Sim =2, on obtient max = 5.

I1I - Etude de I’écartement minimal

a) Présentation

L’écartement minimal vertical entre deux points [de
base] situés sur une méme droite verticale de la grille
se note e . De méme, I’écartement minimal horizontal
se note e,.

Les expériences menées avec ces parametres sont réali-
sées avec une marge nulle (donc m=0), afin de mieux
déceler la progression de max en fonction des valeurs
e cte. €h

E———®

On prend la plus petite grille
possible, ainsi si ¢,=x et e =y,
alors la grille a pour dimensions
Xy.

Exemples : sie,=4 ete =5, alors
la grille aura pour dimensions
4 x 5. Pour la grille ci-contre, on
diraquee, =2ete =3.

Ev

o— 1l 0

Note : on n’a jamais considéré le cas suivant :

317

Ici en effet, les points numérotés 1 et 2
n’appartiennent pas a une méme droite
contenant les lignes de la grille : on ne
peut donc pas attribuer a cette grille un
écartement minimal horizontal ou
vertical.

o2

[Note. Il semble que les cas étudiés, et les résultats obtenus dans la
suite ne concernent que les grilles qui satisfont aux deux conditions
suivantes :

(i) les points de base sont sur le pourtour de la grille.
(ii) les coordonnées des points de base (en prenant I’origine au coin
inférieur gauche) sont toujours des multiples entiers de e, (pour
I’abscisse) et de e, (pour I’ordonnée).]

Symétrie. Voyons I’exemple suivant :

eh=letev=2 eh=2etev=1

Cet exemple
m o ntr e
comment, par
symétrie, on peut
considérer
comme identi-
ques les deux
cas de figures.

1 4 1 3

3 2 4 2

Ainsi on a donc deux choix :
- ¢tudier I’écartement pour e <e_
- ¢tudier I’¢écartement pour € <e, .
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b) Etude expérimentale

*Poure,=1.
3 Lecase=1 adéjaété traité (grille de
1 x 1 sans marge : max = 3, d’apres le
théoréme 1).
— Pour e =2 : mémes résultats que

v . . .
pour une grille de dimensions 1 x 2
sans marge : max = 3.

40— ¥

Expériences complémentaires. On a vérifié :

- pour e =3 : max =3 1 3

- pour ¢ =4 : max = 3

- pour € =5 : max = 3
De fagon générale, sie =1, quelle
que soit la valeur de e : max = 3.
En effet, dans I’exemple ci-contre,
il nous manque trois lignes vertica-
les : une pour remonter au point 3,

une pour redescendre sur le point 4
et une pour remonter au point 1.

Le maximum reste ici inchangé quelle que soit la valeur
dee,.

* Pour ¢,= 2.
AveceV:2:maX=3. »

On a vérifié tous les cas et voici
un exemple montrant que max ne
peut étre égal a 4 : ici, on atteint le
point 3 mais on ne parvient pas a
redescendre sur le point 4.

4 2
Expériences complémentaires :

On a vérifié [les cas suivant] :
Poure =3 :max =3
Pour e =4 : max =3
Pour e = x pour x entier naturel > 2: max = 3
Dans tous les cas, il nous manque deux lignes ver-

ticales : l'une pour redescendre sur le point 4 et
[’autre pour remonter sur le point 1.

Le maximum reste ici inchangé quelle que soit la valeur
de e . Il faut donc augmenter e, .

e Pour e= 3.

Avec e =2 : max = 3 (on retrouve le cas symétrique e, =
2 ete =3) . Voici un [contre-]exemple :

1 3

Ici on parvient a at-
teindre le point 4, mais
il manque une ligne
verticale pour revenir
4 2 au point 1.
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Expériences complémentaires : on a vérifi€ pour € = 3
et pour € = 4 : max = 3. Pour ¢ = x pour tout x € IN* :
max = 3.

Encore une fois, le maximum reste ici inchangé quelle
que soit la valeur de e .
* Pour ¢,= 4.

. . e
Sie =2 : on pourrait penser que max = 4 d’apres :

1T > < T3 On parvient a relier quatre

points de la grille et a revenir au
4L 3 12

point 1.
Mais cela contredirait le résultat
symétrique obtenu précédem-
ment : e, =2ete=4:max =3.

A

1T ‘ ‘ T
g A\ 2 <&

3L . : » :L

Donc, pour que max = 4, il faut donc que e, > 4.

Avece, =4 ete=4:

Et en effet le circuit ci-contre est
impossible.

max = 6 . On a vérifié.

1 4 10 04
<
O 6
3 6 3 b
A

50 02
5 \ 4 3 2
Ci dessus un exemple pour 6
A droite un exemple
impossible pour 7 [la vérifi-
cation est laissée au soin du

70

lecteur].

¢) Suite des résultats.

A I’issue des nombreuses expériences réalisées sur des
grilles pour m=0 avec e,= e, on obtient les résultats
[...] que I’on peut resurner dans le tableau suivant :

e, e max
4 4 6
4 1,2,3 5
5 4,5 6
5 1,2,3 5
6 4,5,6 8

circuits imposés

e, e max
6 1,2,3 7
7 4,5,6,7 8
7 1,2,3 7
8 4,5,6,7,8 10
8 1,2,3 9
9 4,5,6,7,8,9 10
9 1,2,3 9

Il semble donc [ ...] que I’on puisse formuler la conjecture
suivante.

d) Conjecture

Pour une grille rectangulaire quelconque avec m = (.
eteze, .

e Sie <4, alors max = 3.
*Pourez=4,o0na:

- si e, est pair, et e, <4, alors max = e, +1

- si e, est pair et e > 4, alors max = e, + 2

- si e, est impair et e <4, alors max = e,

- si e, est impair et e > 4, alors max = e, +1

[...] Je souhaitais ensuite étudier la combinaison de la
marge et des écartements, et observer la progression du
maximum par rapport a ces deux parameétres associeés.
Mais I’année se termine, et je n’ai pas trouvé le temps
de réaliser ces recherches.
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