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PrĠseŶtatioŶ du sujet 

 

OŶ ĐoŶŶait ďieŶ les Đƌitğƌes de divisiďilitĠ paƌ ϯ et ϵ. Notƌe ďut Đ’Ġtait de vĠƌifieƌ s’il eǆiste les ŵġŵes Đƌitğƌes 

pouƌ d’autƌes diviseuƌs. OŶ veut doŶĐ tƌouveƌ tous les Ŷoŵďƌes Ŷatuƌels k≥Ϯ vĠƌifiaŶt le thĠoƌğŵe Đi-dessous : 

Le Ŷoŵďre ǆ est divisiďle par k si et seuleŵeŶt si la soŵŵe des Đhiffres du Ŷoŵďre ǆ est divisiďle par k 

Eǆeŵples: 

pouƌ ǆ=ϯ    ϳϯϮ:ϯ= Ϯϰϰ ; ϳ+ϯ+Ϯ=ϭϮ                ϯ|ϭϮ 

pouƌ ǆ=ϵ    ϵϱϭϯ:ϵ=ϭϬϱϳ; ϵ+ϱ+ϭ+ϯ=ϭϴ          ϵ|ϭϴ 

 

OŶ veut aussi essaǇeƌ de ƌĠsoudƌe Đe pƌoďlğŵe daŶs d’autƌes sǇstğŵes de ŶuŵĠƌatioŶ, paƌ eǆeŵple daŶs le 

sǇstğŵe septĠŶaiƌe. 

*** 

Pouƌ ĐoŵŵeŶĐeƌ oŶ a dĠĐidĠ de pƌouveƌ le Đƌitğƌe de divisiďilitĠ paƌ ϵ. 

 

ThĠorğŵe : 

Soit uŶ Ŷoŵďƌe eŶtieƌ ǆ=ĐϬ +ĐϭϭϬϭ+ ĐϮϭϬϮ + … + ĐŶϭϬŶ ;ϭͿ 
 et oŶ Ŷote s;ǆͿ=ĐϬ + Đϭ + ĐϮ +...+ĐŶ  la soŵŵe de ses Đhiffƌes.  

Le Ŷoŵďƌe ǆ est divisiďle paƌ ϵ si et seuleŵeŶt si s;ǆͿ est divisiďle paƌ ϵ. 

DĠŵoŶstƌatioŶ : 

CoŶsidĠƌoŶs  

;*Ϳ ǆ=ĐϬ + ĐϭϭϬϭ + ĐϮ ∙ϭϬϮ + … + ĐŶ ϭϬŶ
 

=;ĐϬ + Đϭ + ĐϮ +…+ ĐŶͿ + ;ϭϬ-ϭͿĐϭ+ ;ϭϬϮ
-ϭͿĐϮ + ;ϭϬϯ

-ϭͿĐϯ+ … + ;ϭϬŶ
-ϭͿĐŶ 

=s;ǆͿ + ϵĐϭ+ ϵϵ ĐϮ+ ϵϵϵĐϯ+…+ϵϵ…ϵĐŶ = s;ǆͿ+ ϵ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ 
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Si 9|s;ǆͿ alors 9|ǆ 

D’apƌğs ;*Ϳ oŶ a: ǆ=s;ǆͿ+ ϵ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ 

D’apƌğs l’hǇpothğse s;ǆͿ est divisiďle paƌ ϵ, ϵ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ l’est aussi aloƌs ǆ est divisiďle paƌ ϵ 

Si 9|ǆ  alors  9|s;ǆͿ 

D’apƌĠs ;*Ϳ oŶ a: s;ǆͿ=ǆ - ϵ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ 

D’apƌğs l’hǇpothğse ǆ est divisiďle paƌ ϵ, ϵ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ l’est aussi aloƌs s;ǆͿ est divisiďle paƌ ϵ 

La dĠŵoŶstƌatioŶ est aŶalogue pouƌ le Đƌitğƌe de divisiďilitĠ paƌ ϯ.;ϮͿ 

*** 

Notƌe deuǆiğŵe ďut Ġtait de tƌouveƌ d’autƌes diviseuƌs k vĠƌifiaŶt l’ĠƋuivaleŶĐe: 

ǆ est divisiďle par k  la soŵŵe de Đhiffres du Ŷoŵďre eŶtier ǆ est divisiďle par k 

D’aďoƌd oŶ a essaǇĠ de vĠƌifieƌ Đette ĠƋuivaleŶĐe pouƌ les diviseuƌs de Ϯ à Ϯϳ. OŶ a tƌouvĠ des ĐoŶtƌe-eǆeŵples 

pouƌ tous les Ŷoŵďƌes sauf ϯ et ϵ. Voilà uŶ taďleau aveĐ  

Ŷos ƌĠsultats: 

k 
ǆ est divisiďle paƌ k 

et  s;ǆͿ Ŷ’est pas divisiďle 
paƌ k 

ǆ Ŷ’est pas  divisiďle 
paƌ k 

et  s;ǆͿ  est  divisiďle 
paƌ k 

 

k 

ǆ est divisiďle paƌ k 

et  s;ǆͿ Ŷ’est pas 
divisiďle paƌ k 

ǆ Ŷ’est pas  divisiďle 
paƌ k 

et  s;ǆͿ  est  divisiďle 
paƌ k 

Ϯ ϭϬ ϭϭ  ϭϱ ϭϱ ϲϵ 

ϯ - -  ϭϲ ϭϲ ϳϵ 

ϰ ϭϮ ϭϯ  ϭϳ ϭϳ ϴϵ 

ϱ ϭϬ ϭϰ  ϭϴ ϭϴ ϵϵ 

ϲ ϭϮ ϭϱ  ϭϵ ϭϵ ϭϵϵ 

ϳ ϭϰ ϭϲ  ϮϬ ϮϬ Ϯϵϵ 

ϴ ϭϲ ϭϳ  Ϯϭ Ϯϭ ϰϴϵ 

ϵ - -  ϮϮ ϮϮ ϰϵϵ 

ϭϬ ϭϬ ϭϵ  Ϯϯ Ϯϯ ϱϵϵ 

ϭϭ ϭϭ Ϯϵ  Ϯϰ Ϯϰ ϲϵϵ 

ϭϮ ϭϮ ϯϵ  Ϯϱ Ϯϱ ϳϵϵ 

ϭϯ ϭϯ ϰϵ  Ϯϲ Ϯϲ ϴϵϵ 

ϭϰ ϭϰ ϱϵ  Ϯϳ Ϯϳ ϭϴϵϵ 

 

D’apƌğs le taďleau oŶ a: 

 Pouƌ les Ŷoŵďƌes k à ϭ seul Đhiffƌe le Đƌitğƌe de divisiďilitĠ est vƌai seuleŵeŶt pouƌ les diviseuƌs ϯ et ϵ. OŶ 

a tƌouvĠ des ĐoŶtƌe-eǆeŵples pouƌ d’autƌes diviseuƌs. 

 Ce Đƌitğƌe Ŷ’est pas vƌai pouƌ les diviseuƌs de ϭϬ à Ϯϳ Đaƌ les diviseuƌs euǆ ŵġŵes soŶt ĐoŶtƌe-eǆeŵples 
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SupposoŶs;ϯͿ Ƌue Đe Đƌitğƌe Ŷ’est pas vƌai pouƌ tous les diviseuƌs k≥ϭϬ. 

ThĠorğŵe : 

DaŶs le sǇstğŵe dĠĐiŵal le Đritğre de divisiďilitĠ aveĐ la soŵŵe des Đhiffres est vrai seuleŵeŶt pour ϯ et 9. 

DĠŵoŶstƌatioŶ : 

- Pouƌ les diviseuƌs à ϭ seul Đhiffƌe oŶ a tƌouvĠ des ĐoŶtƌe-eǆeŵples pouƌ k= Ϯ,ϰ,ϱ,ϲ,ϳ,ϴ. 

- Pouƌ les diviseuƌs k supĠƌieuƌs à ϵ oŶ a : 

 s;kͿ=ĐϬ + Đϭ + ĐϮ +...+ĐŶ < ĐϬ + ϭϬĐϭ + ϭϬϮĐϮ +...+ϭϬŶĐŶ=k 

 

 ;au ŵoiŶs uŶ paƌŵi les Đhiffƌes Đϭ, ĐϮ , ... , ĐŶ Ŷ’est pas Ġgal à zĠƌoͿ 

 

La soŵŵe des Đhiffƌes s;kͿ est toujouƌs iŶfĠƌieuƌe à k doŶĐ ǆ=k est ďieŶ sûƌ divisiďle paƌ k  et  s;ǆͿ=s;kͿ Ŷ’est pas 

divisiďle paƌ k. 

*** 

Apƌğs avoiƌ fiŶi Đette paƌtie, oŶ a dĠĐidĠ de vĠƌifieƌ Đe thĠoƌğŵe daŶs d'autƌes sǇstğŵes ŶuŵĠƌiƋues. Mais avaŶt 

de le faiƌe, oŶ a dû appƌeŶdƌe ƋuelƋue Đhose suƌ Đes sǇstğŵes. 

 

RegaƌdoŶs, paƌ eǆeŵple, ƋuelƋues Ŷoŵďƌes daŶs le sǇstğŵe dĠĐiŵale et leuƌs ĠƋuivaleŶts du sǇstğŵe 

septĠŶaiƌe : 

SǇstğŵe 

dĠĐiŵal  Ϭ ϭ Ϯ ϯ ϰ ϱ ϲ ϳ ϴ ϵ ϭϬ ϭϭ ϭϮ ϭϯ ϭϰ 

SǇstğŵe 

septĠŶaiƌe 
Ϭ ϭ Ϯ ϯ ϰ ϱ ϲ ϭϬ ϭϭ ϭϮ ϭϯ ϭϰ ϭϱ ϭϲ ϮϬ 

 

DaŶs le sǇstĠŵe  septĠŶaiƌe Ŷous utilisoŶs les Đhiffƌes de Ϭ à ϲ paƌĐe Ƌue le Đhiffƌe ϳ « joue le ƌôle de ϭϬ » ;est la 

ďaseͿ. 

 

NotatioŶ : ϭϲϲ;ϳͿ           le Ŷoŵďƌe auǆ Đhiffƌes ϭ, ϲ et ϲ ;ĠĐƌit daŶs le sǇstğŵe septĠŶaiƌe Ϳ 

              ϭϲϲ;ϭϬͿ       le Ŷoŵďƌe auǆ Đhiffƌes ϭ, ϲ et ϲ  ;ĠĐƌit daŶs le sǇstğŵe dĠĐiŵal Ϳ 
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Pouƌ tƌaŶsfoƌŵeƌ uŶ Ŷoŵďƌe ĠĐƌit daŶs le sǇstğŵe dĠĐiŵal eŶ sǇstğŵe septĠŶaiƌe  oŶ doit diviseƌ Đe Ŷoŵďƌe paƌ 

ϳ , paƌĐe Ƌue ϳ est la ďase du sǇstğŵe septĠŶaiƌe. 

Eǆeŵple ;ϰͿ:                                              

                                                                                                                                  ϵϳ:ϳ=ϭϯ ƌ ϲ 

                          ϭϯ:ϳ=ϭ ƌ ϲ  

                                  ϭ:ϳ=Ϭ ƌ ϭ 

 

 

Le ƌeste de la divisioŶ du Ŷoŵďƌe ϵϳ paƌ ϳ doŶŶe le deƌŶieƌ Đhiffƌe, puis oŶ ƌeĐoŵŵeŶĐe aveĐ le ƋuotieŶt 

 ϵϳ;ϭϬͿ =  ϭϲϲ;ϳͿ                              

VĠƌifiĐatioŶ: ϭϲϲ;ϳͿ = ϭ ∙ ϳϮ + ϲ ∙ ϳϭ+ ϲ ∙ ϳϬ = ϰϵ + ϰϮ + ϲ = ϵϳ;ϭϬͿ 

*** 

Apƌğs avoiƌ dĠŵoŶtƌĠ Ƌue le Đƌitğƌe de divisiďilitĠ aveĐ la soŵŵe des Đhiffƌes est vƌai pouƌ ϯ et ϵ, oŶ a ƌeŵaƌƋuĠ 

Ƌue ϯ et ϵ soŶt des diviseuƌs de ϵ. OŶ a aloƌs foƌŵulĠ l’hǇpothğse;ϱͿ suivaŶte: 

DaŶs le sǇstğŵe septĠŶaire le Đritğre de divisiďilitĠ aveĐ la soŵŵe des Đhiffres est vrai pour tous les diviseurs 

positifs > ϭ;6Ϳ du Ŷoŵďre 6. 

Nous avoŶs vĠƌifiĠ Ŷotƌe hǇpothğse suƌ ƋuelƋues eǆeŵples : 

Ϯ|ϯϭ;ϳͿ      ϯ+ϭ=ϰ  et Ϯ|ϰ 

ϲ|Ϯϰ;ϳͿ      Ϯ+ϰ=ϲ  et ϲ|ϲ 

Ϯ|ϭϭϭϭ;ϳͿ      ϭ+ϭ+ϭ+ϭ=ϰ et Ϯ|ϰ 

ϯ|Ϯϭ;ϳͿ          Ϯ+ϭ=ϯ et ϯ|ϯ 

 

 

 

ThĠorğŵe: 

Soit uŶ Ŷoŵďƌe eŶtieƌ ǆ=ĐϬ +Đϭϳϭ+ ĐϮϳϮ + … + ĐŶϳŶ 

et oŶ Ŷote s;ǆͿ=ĐϬ + Đϭ + ĐϮ +...+ĐŶ  la soŵŵe de ses Đhiffƌes.  
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Le Ŷoŵďƌe ǆ est divisiďle paƌ ϲ si et seuleŵeŶt si s;ǆͿ est divisiďle paƌ ϲ. 

DĠŵoŶstƌatioŶ: 

CoŶsidĠƌoŶs  

;*Ϳ ǆ=ĐϬ + Đϭϳϭ + ĐϮ ∙ϳϮ + … + ĐŶ ϳ
Ŷ
 

=;ĐϬ + Đϭ + ĐϮ +…+ ĐŶͿ + ;ϳ-ϭͿĐϭ+ ;ϳϮ
-ϭͿĐϮ + ;ϳϯ

-ϭͿĐϯ+ … + ;ϳŶ
-ϭͿĐŶ 

=s;ǆͿ + ϲĐϭ+ ϲϲ ĐϮ+ ϲϲϲĐϯ+…+ϲϲ…ϲĐŶ = s;ǆͿ+ ϲ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ 

 

Si 6|s;ǆͿ alors 6|ǆ 

D’apƌğs ;*Ϳ oŶ a: ǆ= s;ǆͿ+ ϲ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ 

D’apƌğs l’hǇpothğse s;ǆͿ est divisiďle paƌ ϲ, ϲ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ l’est aussi aloƌs ǆ est divisiďle paƌ ϲ 

 

Si 6|ǆ  alors  6|s;ǆͿ 

D’apƌĠs ;*Ϳ oŶ a: s;ǆͿ=ǆ - ϲ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ 

D’apƌğs l’hǇpothğse ǆ est divisiďle paƌ ϲ, ϲ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ l’est aussi aloƌs s;ǆͿ est divisiďle paƌ ϲ 

 

La dĠŵoŶstƌatioŶ est aŶalogue pouƌ le Đƌitğƌe de divisiďilitĠ paƌ ϯ et Ϯ. 

 

 

*** 

 

 

EŶ ĐoŶĐlusioŶ oŶ foƌŵule l'hǇpothğse: 

DaŶs les sǇstğŵes de ŶuŵĠratioŶ de ďase p le Đritğre de divisiďilitĠ aveĐ la soŵŵe des Đhiffres est vrai pour 

tous les diviseurs positifs ≥ Ϯ du Ŷoŵďre p–ϭ. 

 

Eǆeŵples: 

Pouƌ le sǇstğŵe de ďase ϱ et les diviseuƌs   k: Ϯ ou ϰ 

 Ϯ|ϭϯ;ϱͿ        ϯ+ϭ=ϰ  et Ϯ|ϰ 

 ϰ|ϭϯ;ϱͿ      ϭ+ϯ=ϰ  et ϰ|ϰ 

 

ThĠorğŵe: 

Soit uŶ Ŷoŵďƌe eŶtieƌ ǆ=ĐϬ +Đϭpϭ+ ĐϮpϮ + … + ĐŶpŶ 

 et oŶ Ŷote s;ǆͿ=ĐϬ + Đϭ + ĐϮ +...+ĐŶ  la soŵŵe de ses Đhiffƌes;ϭͿ.  

Le Ŷoŵďƌe ǆ est divisiďle paƌ ;p-ϭͿ si et seuleŵeŶt si s;ǆͿ est divisiďle paƌ p-ϭ. 
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DĠŵoŶstƌatioŶ: 

CoŶsidĠƌoŶs  

;*Ϳ ǆ=ĐϬ + Đϭpϭ + ĐϮ ∙pϮ + … + ĐŶ p
Ŷ
 

      =;ĐϬ + Đϭ + ĐϮ +…+ ĐŶͿ + ;p-ϭͿĐϭ+ ;pϮ
-ϭͿĐϮ + ;pϯ

-ϭͿĐϯ+ … + ;pŶ
-ϭͿĐŶ 

Mais PŶ
-ϭ = ;p-ϭͿ;pŶ-ϭ + pŶ-Ϯ + … + p + ϭͿ 

Aloƌs 

     ǆ=s;ǆͿ+ ;p-ϭͿ;Đϭ+ ;p+ϭͿĐϮ +…+ ;pŶ-ϭ + pŶ-Ϯ + … + p + ϭͿĐŶ Ϳ 

 

Si ;p-ϭͿ|s;ǆͿ alors ;p-ϭͿ|ǆ 

D’apƌğs ;*Ϳ oŶ a: ǆ= s;ǆͿ+ ;p-ϭͿ;Đϭ+ ;p+ϭͿĐϮ +…+ ;pŶ-ϭ + pŶ-Ϯ + … + p + ϭͿĐŶ Ϳ 

D’apƌğs l’hǇpothğse s;ǆͿ est divisiďle paƌ p-ϭ, 

 ;p-ϭͿ;Đϭ+ ;p+ϭͿĐϮ +…+ ;pŶ-ϭ + pŶ-Ϯ + … + p + ϭͿĐŶ Ϳ 

 l’est aussi aloƌs ǆ est divisiďle paƌ p-ϭ 

 

Si ;p-ϭͿ|ǆ  alors  ;p-ϭͿ|s;ǆͿ 

D’apƌğs ;*Ϳ oŶ a: s;ǆͿ=ǆ - ;p-ϭͿ;Đϭ+ ;p+ϭͿĐϮ +…+ ;pŶ-ϭ + pŶ-Ϯ + … + p + ϭͿĐŶ Ϳ 

D’apƌğs l’hǇpothğse ǆ est divisiďle paƌ p-ϭ,  

;p-ϭͿ;Đϭ+ ;p+ϭͿĐϮ +…+ ;pŶ-ϭ + pŶ-Ϯ + … + p + ϭͿĐŶ Ϳ 

l’est aussi aloƌs s;ǆͿ est divisiďle paƌ p-ϭ 

 

La dĠŵoŶstƌatioŶ est aŶalogue pouƌ le Đƌitğƌe de divisiďilitĠ paƌ tous les diviseuƌs positifs de ;p-ϭͿ. 

*** 

AiŶsi, Ŷous avoŶs ƌĠussi à gĠŶĠƌaliseƌ Ŷotƌe Đƌitğƌe de divisiďilitĠ pouƌ ĐhaƋue sǇstğŵe de ŶuŵĠƌatioŶ, et Ŷous 

espĠƌoŶs Ƌue Ŷos leĐteuƌs le tƌouveƌoŶt iŶtĠƌessaŶt. 

 

Notes d’ĠditioŶ 

;ϭͿ  PƌĠĐisoŶs iĐi Ƌue les Đi sont des entiers compris entre 0 et 9 

;ϮͿ EŶ effet ! il suffit de ƌeŵaƌƋueƌ Ƌue ϵ est divisiďle paƌ ϯ, Ƌu’oŶ peut doŶĐ ŵettƌe eŶ faĐteuƌ ϯ daŶs 

ϵ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ= ϯǆϯ;Đϭ+ ϭϭ ĐϮ+ ϭϭϭĐϯ+…+ϭϭ…ϭ ĐŶ Ϳ 

 ;ϯͿ C’est pƌoďaďleŵeŶt « ŵoŶtƌoŶs » Ƌu’il faut ĠĐƌiƌe à la plaĐe de « supposoŶs »  

(4) L'écriture de la division euclidienne pour la conversion en base 7 n'est pas convenable. Il faudrait 

plutôt écrire 97 = 13*7+6 etc...  

;ϱͿ  C’est Đe Ƌu’oŶ appelle uŶe ĐoŶjeĐtuƌe, plutôt Ƌu’uŶe hǇpothğse 

;ϲͿ Il s’agit des Ŷoŵďƌes eŶtieƌs Ϯ,ϯ et ϲ 

;ϳͿ PƌĠĐisoŶs iĐi Ƌue les Đi sont des entiers compris entre 0 et 6 

;ϴͿ EŶ effet ! il suffit de ƌeŵaƌƋueƌ Ƌue si k divise ;p-ϭͿ, oŶ peut ŵettƌe eŶ faĐteuƌ k daŶs ;p-ϭͿ;Đϭ+ 
;p+ϭͿĐϮ +…+ ;pŶ-ϭ + pŶ-Ϯ + … + p + ϭͿĐŶ Ϳ 
 


