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compte-rendu de parrainage :

Le sujet avait pour but l’étude des courbes à boucles,
courbes di tes algébr iques c’ est-à-di re ayant pour
équation un polynome de degré n. Une courbe a des
boucles ou “ point multiple”  si celle-ci a un certain
degré.

Impressions = exposé mené avec sérieux — recherche
intéressante ainsi que les résultats — regrettons la
longueur et parfois la complexité des résultats — en
général nous restons sur une bonne impression. Merci.

NGa — Courbes à boucles : points multiples d’une
courbe algébrique.                                                      5

Une courbe algébriquepeut être codée par une formu-
le que doivent vérifier les coordonnées des points de
cette courbe. Cette formule (appelée équation  de la
courbe) doit être p o l y n o m i a l e: seules sont permises
les multiplications de coordonnées entre elles,  les
additions, et les multiplications par des nombres fixés
à l’avance (les coefficients). Comment voir sur la for-
mule s’il existe des points multiples, des croisements ?
Peut-on avoir deux croisements sans faire intervenir de
multiplication de plus de 3 coordonnées ?

courbes algébriques : introduction.

Parmi les courbes que l’on peut tracer dans le
plan, il  en est certaines qui  sont appelées
“algébriques”. En voici des exemples :

• les droites, d’équation de la forme :

ax + by + c = 0.

• les coniques, c’est-à-dire les paraboles, les
hyperboles, et les ellipses.

définitions

On appellera donc courbes algébr iques d e s
courbes dont les équations sont des poly-
nômes, c’ est-à-di re des sommes de puis-
sances de x et de y a ffectées de coeff i c i e n t s
constants, ainsi que de constantes seules.

degré d’une courbe algébrique

Le degré d’une courbe algébrique se détermi-
ne en considérant les plus grandes puissances
de x et de y apparaissant dans l’équation de la
courbe considérée. 

Exemples :

• xy + x3 + y3 = 0 est l’équation d’une courbe
de degré trois.

• x3 + 3y2 + x2y3 + 4x = 0 est l ’ équation
d’une courbe de degré cinq car x2y3 est une
puissance cinquième (3 + 2 = 5).
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sujet

Certai nes courbes al gébri ques f ont des
“boucles” , d’ autres non. Comment repérer
sur l’équation si la courbe fait des boucles ou
pas ? Quel les sont les équations les plus
simples pour  l esquel l es on obti ent des
boucles ? Quel est le rapport entre le degré
d’une courbe et le nombre de boucles qu’on
peut espérer trouver ?

[NDLR : pour lire la suite avec profit, il vaut
mieux savoir ce que sont : coordonnées
polai res, di scriminant du tri nôme, poly-
nômes, tangentes, trinôme du second degré,
etc, etc ; c’est-à-dire connaître le programme
de 1° S …]

Comment obtenir des courbes sur nos
calculatrices à partir des équations
algébriques ?

• les équations paramétriques

On peut assez faci lement transformer des
équations de degré troi s en un système
d’équations paramétriques, c’est-à-dire en un
système de deux équations exprimant les
coordonnées x et y des points de la courbe en
fonction d’ un “paramètre”  t. (Cependant, il
ne faut pas dans l’équation de puissances 1 ni
de constantes seules). Il suffit, à partir d’une
équation de degré trois du type :

ax3 + by3 + cx2y + dxy2 + exy+ fx2 + gy2 = 0

de poser:

P.S.: Ceci est une méthode, et peut-être pas la
plus simple ! De plus, elle est limitée au troi-
sième degré, et avec des restrictions : avis
aux amateurs …

• les équations polaires

On peut par ai l leurs uti l iser des équations
dites “polaires”, qui repèrent les points M de
la courbe par une relation entre la distance r
des points M à l’origine et l’angle θ entre le
vecteur unitaire et le vecteur O M. On peut
ainsi  obtenir assez facilement, avec un peu
d’ imagination, des courbes qui  font des
boucles. Mais ces jolies courbes ne sont pas
toutes algébriques, et il faut donc vérif ier si
elles le sont, c’est-à-dire si on peut transfor-
mer ces équations polaires en équations carté-
siennes de forme polynômiale, en utilisant les
formules :

x = r.cos θ
y =  r.sin θ
r2 = x2 + y2

y = tx

x = – 
e + ft2 + gt

a + bt3 + ct + dt2
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Les boucles en zéro.

Le point multiple : définition.

Ces préliminaires posés, une question centra-
le se présente: comment définir une boucle ?
En effet, le terme commun et “ visuel” de
boucle est ambigu … Déf inissons donc le
point multiple : un point où la courbe admet
plus d’une tangente. Ainsi, une courbe ayant
plusieurs boucles se recoupant au même point
n’ aurait qu’un seul point multiple, qui peut
être double, triple, quadruple … selon le
nombre de tangentes. 

“Repérage” des points doubles en zéro.

Considérons le point double en zéro comme
un “double passage” de la courbe par l’origi-
ne. Sur les équations paramétriques précé-
demment trouvées, on remarque que x
s’annule pour deux valeurs di fférentes de t
car on a au numérateur un trinôme du second
degré. (Or comme y = tx, si x = 0, y = 0.) Le
discriminant de ce trinôme, quant à l ui ,
dépend des coefficients de x2, y2, et xy dans
l’ équation prédéfinie. Tout porterait donc à
croire que le point double dépend de ces
termes.

Essayons de raisonner par une autre méthode:
soit une équation polynomiale de degré supé-
rieur ou égal à trois. Au voisinage de zéro, les
termes ayant l es plus grandes puissances
seront négligeables à côté des termes de plus
bas degré. Localement, dans ce voisinage, la

courbe ressemble donc à la courbe dont
l ’équation ne contiendrait que les termes de
plus bas degré, équation qui, résolue, nous
donne l’équation des tangentes en zéro. 

Exemple :

Soit la courbe d’équation x3 + y3 + xy= 0;

• si l’on calcule le discriminant défini, on le
trouve positif.

• si l’on néglige en 0 les termes de plus haut
degré devant les autres, il reste l’équation :

xy= 0,

dont les solutions sont x = 0 et y = 0. Lorsque
l’on trace la courbe, on s’aperçoit que celle-ci
admet en 0 deux tangentes, qui ne sont autres
que … les droites d’équation x = 0 et y = 0 !

Les deux méthodes conduisent donc à penser
que les points doubles en zéro dépendent des
termes de plus bas degré (second degré mini-
mum pour avoir un point double). Les tan-
gentes en zéro sont alors données par les
solutions de l ’équation réduite à ses termes
de plus bas degré.
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Rapport degré / boucles.

N.B.: Il existe des courbes dites “dégénérées”
qui sont des exceptions aux démonstrations
qui suivent. Le cas de ces courbes sera traité
plus tard. 

Le degré trois est le degré minimum pour
avoir une boucle.

Il faut qu’une courbe soit au moins de degré
trois pour présenter une boucle. En effet, si
l’on prend une équation du second degré sans
terme du premier degré ni termes constants
(conditions nécessaires à une boucle en zéro),
on obtient une équation du genre :

ax2 + by2 + cxy= 0.

Or les sol utions de ce polynôme ne sont
autres que deux droites sécantes en un point,
c’est-à-dire une courbe dégénérée (seulement
si b2 – 4ac est positif) . 

En degré trois, on ne peut avoir qu’un seul
point double.

Soi t une courbe d’ équati on pol ynôme
f(x, y) = 0 de degré n. Une droi te du plan
d’équation a x + b y + c = 0 peut avoir avec
cette courbe au plus n points d’intersection .
En effet, si l’on recherche les points d’inter-
section entre cette droite et cette courbe, on
obtient un système formé par les deux équa-
tions, qui, par substitution, peut être ramené à
une équation polynôme à une seule variable x
ou y de degré n. Cette équation a au plus n
solutions, dont certaines peuvent être
doubles, tout comme un trinôme du second
degré peut avoir une racine double. Ces
points seront les points doubles, que l ’ on
comptera donc comme deux intersections. 

Or prenons une courbe ayant deux points
doubles : il existe une droite du plan, celle
qui passe par les deux points doubles, (que
l’ on va donc compter comme deux points
d’ intersection chacun), qui  a quatre points
d’ intersection avec cette courbe. Le degré
minimum pour avoir deux points doubles est
donc le degré quatre, et on ne peut avoir
qu’un seul point double en degré trois. 

Le cas des courbes dégénérées.

Les démonstrations faites ci-dessus admettent
des exceptions, qui sont des courbes appelées
“ courbes dégénérées” . Ces courbes sont des
courbes qui sont le produit de plusieurs équa-
tions d’autres courbes. Ainsi, si l’on prend le
produit de l ’ équati on d’ un cercle (degré
deux) et d’une droite (degré un) qui le coupe
en deux points, on obti ent deux points
doubles en ces deux points (deux tangentes :
la tangente au cercle et la droite elle-même).
Or le produit des deux équations nous donne-
ra une équation de degré trois et l’ on aura
ainsi  une courbe de degré trois avec deux
points doubles … De même le produit des
équations de trois droi tes sécantes deux à
deux nous donne une équation de degré trois
qui  est l ’ équation d’ une courbe … à trois
points doubles ! 
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Pour aller plus loin …

Point tr iple / deux points doubles / tro i s
points doubles

En reprenant la définition du point multiple,
c’ est à dire point à plusieurs tangentes, on
peut construire des équations de courbes
ayant en zéro un point triple. Ainsi, il nous
suffit, en nous bornant sur ce que nous avons
dit, à savoir que l’on peut négliger les termes
de plus haut degré en zéro pour trouver les
équations des tangentes, de construire une
équation où les termes de plus bas degré nous
donnent en zéro trois tangentes. 

Exemple :

Soit l’équation  y5 + x4 + x3y + xy(x – y) = 0.
Si l’on néglige les termes de plus haut degré
en zéro, il nous reste l’équation :

xy(x – y) = 0

dont les solutions sont les deux axes d’équa-
tions x = 0 et y = 0 et la première bissectrice
d’équation y = x. On a donc bien trois tan-
gentes.

En reprenant d’ autre part la construction de
points doubles en zéro, on peut, à partir d’une
courbe ayant un point double, par un change-
ment de repère (on change l ’ origine) lui
“ rajouter”  des points doubles en d’ autres
points. On peut ainsi obtenir des courbes avec
deux points doubles en degré quatre et avec
trois points doubles en degré quatre aussi.
(Voir exemples)
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Annexe sur  l es inter sections de
courbes, par Antoine Trystram.

Dans l’article qui précède se pose la question
du nombre de points d’ intersection d’ une
droite et d’ une courbe. En extension, nous
avons essayé de trouver combien de points
d’intersection peuvent avoir deux courbes de
degrés respectifs n et p.

Conjecture : Si deux courbes ont des degrés
n et p et qu’elles ont un nombre fini de points
d’intersection, alors elles en ont au plus np.

Nous avons essayé de l’ illustrer à parti r de
quelques exemples :

• Une courbe de degré d avec une droite :

x8y3 + x2y5 + … + x = 0  degré 11
y = ax+ b degré 1

Pour trouver le nombre de solutions, on doit
tout ramener à une seule variable, on rempla-
ce dans la première équation y par ax + b, ce
qui donne :

x8(ax+ b)3 + x2(ax + b)5 + … + x = 0

Il y a au plus 11 solutions, à cause de la fac-
torisation qui  en découlerai t : au mieux,
l’équation se mettra sous la forme :

(x – x1)(x – x2)(x – x3) … (x – x11) = 0

Il existe donc au plus 11 points d’intersection
entre la droite et la courbe ; la conjecture est
vérifiée.

• On remplace la droi te par une courbe de
degré p :

Q(x, y) = 0  degré n
y = P(x)  degré p

ex :

x8y3 + x2y5 + … + y11 = 0  degré 11
y = x3 – 2x2 degré 3

Si on remplace y par son expression, on trou-
ve :

x8(x3–2x2)3+ x2(x3–2x2)5+…+ (x3–2x2)11 = 0

degré 17       degré 17              degré 33

Il y a donc au plus 33 points d’intersections
entre la courbe d’équation P(x) = 0 et la cour-
be d’équation Q(x, y) = 0 ; la conjecture est
vérifiée.

• On remplace la droite par y = P(x) / Q(x)
où Q(x) est de degré 1 :

f(x, y) = 0
y = P(x) / Q(x)

ex :

x3 – y3 + 3xy2 + x = 0  degré 3
3x4 – y + xy= 0  degré 4

Il vient :

x3 – y3 + 3xy2 + x = 0
y = 3x4 / (1 – x)

On remplace y par 3x4 / (1 – x), il vient :

x3 – (3x4 / (1–x))3 + 3x(3x4 / (1–x))2 + x = 0

puis:

[x3(1-x)3–27x12+27x9(1-x)+x(1-x)3]/(1–x)3=0

Le degré maximum du numérateur est 12, il y
a au plus 12 points d’intersection, la conjec-
ture est vérifiée.

• Nous n’avons pas pu développer la forme :

f(x, y) = 0
yn = P(x) / Q(x)

Nous pouvons donc affirmer que la conjectu-
re de départ est vraie pour les quelques cas
étudiés précédemment, mais nous ne savons
pas si la conjecture est vraie en général.
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Historique,
par Mme Claude Parreau.

Dans un premier temps les élèves ont essayé
d’obtenir les courbes sur leur calculatrice, les
plus bel les possi bles, avec tout plein de
boucles …

Ensuite deux questions se sont évidemment
posées :

— comment obtenir les cubiques ? (en para-
métrant)

— quelles courbes sont bien algébriques (par
exemple r = sin 7θ, etc …)

[Le ni veau décourage vi te les él èves de
seconde, et correspond plutôt au programme
de terminale.]

Au premier séminaire, les questions qui  se
posent sont :

— qu’est-ce qu’une boucle ? [boucle = « on
passe deux fois par le même point ? » (idée
du paramétrage), « il y a deux tangentes au
moins »]

— comment a-t-on une tangente ? [tangente :
« vecteur dérivé » (donc toujours l’ idée de
paramétrage), pour les élèves d’un lycée, ou
« obtenue en négligeant au voisinage de 0 les
termes de plus haut degré », pour ceux de
l’autre lycée.]

Ensuite un seul lycée va continuer (ce qui est
dommage !), avec comme principes : boucle
= point multiple = point avec plusieurs tan-
gentes, l’équation des tangentes en O, origine
du repère, étant effectivement obtenue en ne
gardant que les termes de degré inférieur
dans l’équation de la courbe.

On rentre alors plus dans le sujet : trouver les
degrés les plus petits possibles, le plus de
points multiples possibles. On construira
donc des équations pour obtenir les points
multiples voulus, et on vérifiera (avec le logi-
ciel de calcul formel : D e r i v e ).

Finalement, une courbe de degré 4 avec 3
points doubles a été obtenue. D’après Olivier
Piltant, cela veut dire qu’elle est de genre 0
donc paramétrable par des fonctions ration-
n e l l e s; ce paramétrage — donné ci-dessous
— n’est pas facile-facile à trouver explicite-
ment … merci donc à Olivier Piltant pour le
calcul !

paramétrage de 

4 x2 (x–1)2 – y2(t–1)2 + 2 x2y(x–1) = 0

avec

[NDLR : contrôle qualité des écrits …

La courbe ressemble bien à la précédente ; le
paramétrage passe le test qualité.]

x = u + 2
u2 – tu + 2

y = 
u u + 2

u2 – tu + 2

u = 
2 t (t+2) + 2 (t+A)

t (t+4) + 2
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