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I- Présentation de la suite

La suite de Conway (aussi appelée Look and say sequence) est une suite de nombres proposée par le mathématicien
John Horton Conway en 1986. Il a défini cette suite ainsi : le premier terme est le chiffre 1 puis chaque terme est
obtenu par lecture des chiffres contenus dans le terme précédent.

Les premiers termes :
— Le premier terme est 1.

— Pour construire le deuxieme terme de la suite, il faut annoncer les chiffres que I'on voit dans le premier
terme. Nous voyons une seule fois le chiffre 1 : nous lisons donc un « 1 ». Le deuxiéme terme de la suite sera
11. Nous pouvons représenter de la fagon suivante le début de la suite :

1
11

De la méme fagon, le deuxieme terme de la suite est composé de deux fois le chiffre 1, nous lisons donc deux « un »,
le troisieme terme de la suite sera 21 :

1
11
21

— Ce troisieme terme 21 est composé d’un chiffre 2 et d’un chiffre 1 : nous lisons un « deux » puis un « un ». Le
guatrieme terme de la suite sera donc 1211. Etc..

On obtient ainsi les premiers termes de la suite qui est généralement représentée sous la forme d’une
pyramide dont chaque étage est un terme de la suite :

1
11
21

1211
111221

312211 ...
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Pour construire cette suite, J.Conway a utilisé la numération décimale pour compter le nombre de chiffres
identiques : ce qui veut dire gqu’il a écrit les nombres en base 10. Dans cette base, 10 symboles sont utilisés pour
compter:0;1;2;3;4;5;6;7;8;9.Cestle systeme de numération le plus couramment utilisé dans la vie
guotidienne. Mais rien ne nous empéche d’utiliser un autre systeme de numération pour construire cette suite, en
utilisant plus ou moins de symboles pour compter. Nous avons choisi de réécrire cette suite en base 2. Cette base est
généralement utilisée en informatique. On représente les nombres a I'aide de deux symboles 0 et 1. On dit qu’on
écrit les nombres en binaire.

Il- Une parenthése sur le binaire

Compter en binaire suit rigoureusement le méme principe que compter en base 10.

En base 10, nous ne disposons pas de symbole pour écrire le nombre dix. Pour aller au-dela de 9, nous devons
utiliser plusieurs symboles : il faut changer de rang. Le rang des unités est « plein », il revient alors a 0 et nous
commencons le rang des dizaines, nous le mettons a 1. Le nombre dix se représente de la fagon suivante « 10 ». Et
ainsi de suite...

En binaire, nous ne disposons que des chiffres 0 et 1. Par conséquent, nous ne disposons pas de symbole pour écrire
le nombre deux. Nous devons effectuer un changement de rang : le premier rang est « plein », nous passons alors au
rang suivant. Nous mettons le premier rang a 0 et le deuxiéme a 1. Deux en binaire s’écrit « 10 ».

Quelques nombres en binaire :

Base 10 Base 2
0 0
1 1
2 10
3 11
4 100
5 101
6 110
- Suite look and say en binaire

Nous allons réécrire notre suite de nombres en binaire. Les régles sont les mémes mais cette fois on compte en base 2.

Premiers termes de la suite en base 2 :

1 (Nous partons toujours du nombre 1.)
11 (lci aucun changement.)
101 (Deux en binaire s’écrit 10.)
111011
11110101 (Trois en binaire s’écrit 11.)

100110111011
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V- Probléme posé

Nous nous intéressons maintenant a la longueur des termes de cette suite (soit au nombre de chiffres présents dans
chaque terme de la suite). On veut quantifier le taux de hausse de la longueur d’un terme par rapport a la longueur
du terme qui le précéde.

Calculons la longueur des premiers termes de la suite :

1 termede Iongueur 1 Longueur multipliée par 2 : hausse de 100%. J

Longueur multipliée par 1,5 : hausse de 50%. J

11 terme de longueur 2 D[j

101 terme de longueur 3

){ Longueur multipliée par 2 : hausse de 100%. }
111011 terme de longueur 6
>‘ Longueur multipliée par% : hausse de = 33%. ‘
11110101 terme de longueur 8
j Longueur multipliée par 1,5 : hausse de 50%. J
100110111011 terme de longueur 12

j Longueur multipliée par 1,5 : hausse de 50%. J
111001011011110101 terme de longueur 18

Notons (4,,) la suite des longueurs des termes de la suite, n étant le numéro de I'étage de la pyramide, on a alors :
e A =1
o A,=2
e F[Etc..

La question qui m’a été posée par M.Saralegi est la suivante :

Any1
Ay

Quelle est la limite de la suite des rapports ( ) quand n tend vers plus l'infini ?

V- Conjectures

e A la main : nous pouvons calculer les premiéres valeurs des termes de la suite (4,) puis les rapports de
deux termes consécutifs. Les résultats sont consignés ci-dessous :

n An An+1
Ay

1 1 2.000000
2 2 1.500000
3 3 2.000000
4 6 1.333333
5 8 1.500000
6 12 1.500000
7 18 1.500000
8 27 1.444444
9 39 1.487194
10 58 1.465517
11 85 1.470588

. Nz
On peut déja conjecturer que la suite ( Z“

) converge vers un réel A proche de 1,5.

n
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e Avec un algorithme :

Je vais vous expliquer comment j’ai programmé la suite de Conway. Il a fallu retranscrire a I'ordinateur la méthode
pour obtenir le terme de rang n + 1 de la suite a partir du terme de rang n. Pour cela, j’ai appris et utilisé le langage
Python.

Nous allons travailler avec des listes. Chaque terme de la suite de Conway sera représenté par une liste de chiffres.

Dans le programme que je vous propose : Suitel est une liste de chiffres qui contient le terme de rang n et Suite2 est
une deuxiéme liste de chiffres qui contiendra le terme de rang n + 1 : I'algorithme créera Suite2 a partir de Suitel.
Au départ, Suitel contient le premier terme de la suite représenté par la liste [1] et Suite2 est une liste vide [].

- La premiére étape pour construire la suite consiste a lire une suite de chiffres puis a compter combien de
chiffres similaires se succedent. Nous avons programmeé ceci de la maniére suivante :

for 1 in range(0
if Suitel[il

LompTeur

La variable Compteur permet de compter combien de chiffres similaires se succedent. On ajoute 1 dans
Compteur tant que la valeur suivante est égale a la précédente.

- Sil'algorithme rencontre un chiffre différent. La variable Compteur n’est plus incrémentée.
On va donc stocker dans Suite2 la quantité de chiffres similaires s’étant succédés.
L'algorithme ajoute alors deux termes dans la liste Suite2 : la valeur stockée dans la variable Compteur suivie
de la valeur du chiffre dont on a compté le nombre de répétitions. Avant cela, il faut convertir le nombre
stocké dans la variable Compteur en binaire. La fonction binaire (voir ci-dessous) permet de le faire.

def binaire {nomb
if nombre

return['}_l_‘_:l}

Avant de passer au comptage du chiffre suivant, la valeur de la variable Compteur doit étre réinitialisée a 1.

- Arrivé ala fin de Suitel, I'algorithme compare le dernier chiffre avec un chiffre qui devrait le suivre or ce
chiffre n’existe pas. Pour éviter que le programme ne signale une erreur, nous devons modifier I'algorithme.
L'astuce est d’ajouter a la fin de la liste Suitel un chiffre dont nous sommes sdrs qu’il n"apparaitra pas.
Comme notre suite est en binaire, prenons par exemple le chiffre 2. Nous ajoutons cette valeur a la liste
grace a la commande append.

Le chiffre 2 est alors ajouté a la fin de la variable Suitel avant gu’elle soit lue par I'algorithme. Nous devons
aussi modifier I'algorithme pour qu’il ne lise pas la derniéere valeur de Suitel. Cela se traduit dans
I"algorithme par « Pour i variant de 0 a len(Suitel)-1 ».
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A la fin de I'exécution de la boucle, nous devons retirer le chiffre que nous avions ajouté, cela est
possible grace a la fonction pop.

L'utilisation d’une nouvelle boucle POUR nous permet de répéter ces actions pour obtenir la longueur d’un
terme de la suite de rang n ol n est un entier fixé par I'utilisateur (cet entier est stocké dans la variable

SuiteN ci-dessous). Voici I'algorithme final :

def rapportlongueur[cu ehj :

Suitel = [1]
Suite? = [1] . Suites
Co ”I teur = 1 def binaire (nombre,Suitez}:
if nombre == 1:
e range teN)+1): Suite2 arr;n1[ )
for culn_.ﬂglch:-_“ (Suite)+L): elif nombre = 2
Suite2 arr;n1[ )
Suite2.append(0)
_ [ ] elif no nl re == 3:
_ our + 1 Suite2 arr;n1[ )
i f-”'cu te1lis1]: suite2.append(1)
(Compteur, Sui _Tjg elif nombre — 4
2.append{Suitel[i]) Suite2 arr;n1[ )
Compteur = Suite2.append(0)
Suitel.pop() B Suite2 .append(0)
. return(Suite2)
Suitel = Suitel
Suite? = []
print ("N+1/N:")

print (len{Suitel}/len{Suited))
print (len{Suitel})
print (len{Suited))

Grace a I'algorithme nous pouvons améliorer notre conjecture :

n An An+1
Ap
1 1 2.000000
2 2 1.500000
3 3 2.000000
4 6 1.333333
5 8 1.500000
6 12 1.500000
7 18 1.500000
8 27 1.444444
9 39 1.487194
10 58 1.465517
11 85 1.470588
12 125 1.464000
13 183 1.469945
14 269 1.464684
15 394 1.467005
45 37 706 407 1.46557124
46 55261 426 1.46557122

Ap .
Il semble que la suite ( A“) converge vers un réel A proche de 1,4655712.

n

(On prouvera ensuite que cette limite conjecturée est bien la valeur approchée a 10~7 de la limite exacte.)

MATh.en.JEANS 2017-2018 Lycée Fernand Darchicourt

Page 5



VI- Résolution algébrique du probleme

1- Les « blocs »

1
11
101
111011
100110101

Observons cette suite. A partir de la 3éme ligne se crée un 0 suivi d’'un 1 et nous pouvons remarquer que ce
motif se reproduit a chaque ligne, nous pouvons nous demander si ce motif vient a disparaitre ou si le motif
se reproduit sur chaque terme successif.

Isolons le O et le 1 de la troisieme ligne :

01
1011
1110101

Pour construire notre suite nous comptons d’abord une quantité de chiffres que I'on note en binaire puis
nous notons la valeur de ce chiffre. Or, chaque nombre que nous écrivons en binaire commence toujours par
un chiffre 1.

Pourunrangn:
1(x..x)01(x ...x)

Pour passer au rang n + 1, nous allons écrire la quantité de O suivie du chiffre 0 :
1(x...x)0
hﬁ/
Quantitéde 0
A droite du 0, nous continuons la suite mais nous savons que le premier chiffre d’'un nombre en binaire est

forcément un 1.

Nous pouvons en conclure que lorsqu’il se forme la succession d’un 0 suivi d’un 1 alors ce motif reste sur
chaque ligne qui suit.

Cela a pour conséquence de faire évoluer de fagon indépendante la suite a droite du 0.

Nous pouvons alors identifier dans la suite 10 blocs élémentaires qui permettent de construire la suite :
1
101
6101
11100100101
111100111010§20100810111011
100110081410111010810111001041081810101
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A la neuviéme ligne, les 10 blocs constituant notre suite sont apparus.

Nous pouvons écrire une relation qui donnera le(les) bloc(s) qui le suivra(ont) chacun des dix blocs de la suite
1511
11-5>10;1
10 - 1110
1110 - 11110
11110 - 100; 110
110 - 10; 110
100 - 11100
11100 - 111100
111100 - 100 ; 1100

1100 - 10; 1100

Chaque bloc de la suite de Conway en binaire donnera a I’étape suivante un ou deux des dix blocs connus, c’est une
information tres importante pour I'étude de la suite car cela signifie que chaque terme de la suite n’est composé que
d’une succession de blocs parmi les dix blocs connus (par exemple, le 46°™ terme de la suite de Conway en binaire,

de longueur 55 261 426, s’écrit en utilisant uniguement ces blocs !). Etudier la longueur des termes de la suite de
Conway en binaire revient a étudier la longueur des termes engendrés par chaque bloc.

Nous pouvons créer pour chaque bloc une suite dont chaque terme est égal a la longueur des termes qui découlent
de ce bloc a une étape donnée. (On entend toujours par longueur, le nombre de chiffres.) :

Pour tout n entier naturel :

Pour le bloc 1, on note A,, la longueur de ce bloc a un rang n avec 4y = 1.
Pour le bloc 11, on note B,, la longueur de ce bloc a un rang n avec By = 2.
Pour le bloc 10, on note C,, la longueur de ce bloc a un rang n avec Cy, = 2.

Pour le bloc 1110, on note D,, la longueur de ce bloc a un rang n avec Dy = 4.
Pour le bloc 11110, on note E,, la longueur de ce bloc a un rang n avec E, = 5.
Pour le bloc 110, on note F,, la longueur de ce bloc a un rang n avec F, = 3.

Pour le bloc 100, on note G, la longueur de ce bloc a un rang n avec G
Pour le bloc 11100, on note H,, la longueur de ce bloc a un rang n avec Hy = 5.

Pour le bloc 111100, on note I, la longueur de ce bloc a un rang n avec I, = 6.

Pour le bloc 1100, on note J,, la longueur de ce bloc a un rang n avec J, = 4.
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2- Mise en équations

Grace aux relations et aux notations données a la page précédente, nous déduisons alors les équations suivantes :

Pour tout n entier naturel :

Apy1 = By

Bpni1=Cr+ Ay

Crt1 =Dy

Dny1 = En

Eny1 =Gn t Fy

Fry1 =G+ By

Gn+1 = Hy

Hpyy =1In

Iny1=Gn+ Jn

Jner =Crt Jn
Nous pouvons diminuer le nombre d’équations car certaines sont liées :
Jn+1 peut par exemple s’écrire en fonction de I, 1, Ejp1 et Frppq

Lipi— Enp1t Fpyn = Gt Jn— Gp— By + Gy + Fy
=Cht Jn

= Jn+1 donc J, = I, — E, + E, pourtoutn € N

Nous ne conservons alors que les neuf équations suivantes :

Api1 = By

Bny1 =Cp+ Ay

Cnt1 = Dy

Dny1 = Ep

Eny1 =Gn+ Fy

Fpp1 =G0t By

Gpi1 = Hy

Hpyy =1y

Liy1=G,+1,— E,+ E,
De la méme fagon, nous pouvons encore simplifier ce systeme d’équations :
I, .1 peut par exemple s’écrire en fonction de H,,; 1, Ep41 etde D, 41 :

Hpy1+ Eny1- Dpypr = G+ I — En + Ky

n+1 donc I, = H, + E, — D, pourtoutn € N
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Il nous reste alors les huit équations suivantes :

Api1 = By
Bpi1=0Cr t Ay
Cn+1 = Dp
Dny1 = En
Eps1=Go+ Fy
Fppr =Gt By
Gp1 = Hy

Hyy1 =Hp+ Ep- Dy

De la méme fagon, nous pouvons encore simplifier ce systeme d’équations :

H,, .1 peut par exemple s’écrire en fonction de G, 41, Dyyq1 €t Cpyq:
Gny1+ Dpyr — Cuy1 = Hy + Ep - Dy

= H,,q donc H,= G, + D, — C,pourtoutn €N

Nous disposons alors du systéme suivant qui ne comporte plus que sept équations :
Apy1 = By
Bns1 = Co + Ap
Cn+1 = Dn
Dyy1 = En
Enp1 =Gy + Fy
Fop1 =G+ F
Gpi1 = Gp + Dy — Cp
De la méme fagon, nous pouvons encore simplifier ce systéeme :

G4+ peut par exemple s’écrire en fonction de E, 41, Fryq €t Cpyq:
Eny1— Fpyr + Cpyr = G+ Dy — Gy

= Gp4q donc G, = E, — E, + C, pourtoutn € N

Nous disposons alors d’un systéme a six équations :
An+1 = By
Bny1=Ch + Ay
Cn+1 = Dn
Dni1 = Ep
Epi1 = En + Cy

Fppr=Ch+ K,
MATh.en.JEANS 2017-2018
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3- Ecriture matricielle

Nous ne pouvons plus réduire le nombre d’équations car chaque ligne du systéme n’est pas la combinaison linéaire
d’autres lignes.

Nous pouvons alors écrire ce systeme a I'aide de matrices :

Soit les matrices M et X,, avec

3I><:
I
R
3'11:@13@
CooRrRrR OO ~— .

S o oo RO
S OO OO
SRR OOoOOo
i ==l = e )

Nous pouvons alors écrire notre systeme d’équations sous la forme :

Xny1 = MXy

M est alors la matrice permettant de passer du rang n au rang n + 1, nous pouvons en conclure la formule explicite
suivante :

A 1

By 2

X, = M"X, avec X, = I go | = i
0

E, 5

F, 3

4- Calcul des valeurs propres

Il nous faut alors calculer la matrice M™.
Nous allons, pour ce faire, essayer de diagonaliser la matrice M.

Nous devons alors calculer le polyndme caractéristique de la matrice M.
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Le polyndme de la matrice Mest défini par :

-2 1 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0
_ 10 0 -2 1 0 0
IM-AI=10 o o A 1 0
0 0 1 0 1-A O
0 0 1 0 0 1-2A
-2 1 0 0 0 1 1 0 0 0 |
0 - 1 0 0 0 —A 1 0 0
=-Al0 0 A 1 o[-0 0 - 1 0
0 1 0 1-x 0 0 1 0 1-a2 0
0 1 0 o 1-al 1o 1 o0 0 1-2
-2 1 0 0 -2 1 0 0
—2 |0 -2 1 of(_0 2 1 0
1 0 1-2 0 1 0 1-2 0
1 0 0 1—=2A 1 0 0 1—-A
-2 1 0 0
— 0 —A 1 0 (7\2_1)
1 0 1-2 0
1 0 0 1-2A
-2 1 0 0 1 0
=l-A[l0 1-2 o0 [-|]1 1-2 0 [|]A?-1)
0 0 1-aAl 11 0o 1-2

- (_7‘(1_7‘)|_0?\ 1i7\| —(1—70|2 1i7\|)0‘2_1)

=1 -D*+1A-))A*-1)

=2 -1DA-D(1+2%(1-2)
Nous disposons maintenant du polynéme caractéristique de la matrice M.
Nous pouvons alors calculer les valeurs propres de la matrice M qui sont les racines du polynéme :

A -1DA-D(1+221-1)=0
S A -1=00oul—2=0o0ul+2A%(1—-2)=0)
1% équation :
A2—1=0

S =41
1 et -1 sont solutions de I’équation.

2°™ équation :
1-A=0
=S A=1
Nous retrouvons la valeur propre 1, la valeur propre 1 sera alors de multiplicité 2.
3°™M gquation :

1+22(1-20)=0
-2 +A2+1=0
e XB-A2%-1=0
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Utilisons la méthode de Cardan pour résoudre cette équation de degré 3 :

Effectuons le changement de variable X = A — § :

B—-22-1=0
1,3 1\?
(:)(X+§> —(X+§) -1=0

2

e rartran(l) +(3) —xr-zi- (D) —1-0
= —_ —_ —_ — —_ —_— - — =
3 3 3 3 \3

<:>X3+1X+1 2X ! 1=0
3% 27 37 9
=6 ! 29 0
3 27
Nous disposons de I'équation X3 + pX + q¢ = 0 avecp = ——et q= —;.
Onpose X = u + v, l'équation devient :
3 -1 29
(u+v) +(u+v)——ﬁ=0

29

-1
ud + 3u?v + 3uv? + v3 +(u+v)——ﬁ—0

-1 29
ud +v3 +3uv(u+v)+(u+v)——ﬁ—0

+v3+ ) (3 1) 20
u v u v uv 3 27—

On choisit u et v tels que 3uv — % = 0.

On obtient :

—— S
:w
=+
<
w
|
|8
I
o

u3+v3—;=0
= |
3,3 _ 1
udvd =
93
29
W% +v3u ;u3=0
= :
3,3 _ 1
udvd =
93
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OnposeY = u3dans (L;)ona:

Y2 29Y+ ! =0
27 93

Equation de degré 2 :

A_( 29)2 i 1
\ 27 93
31

A= —
27

Le discriminant est positif, I'équation admet donc 2 solutions réelles :

29 _ 31

27 N27
y, = 222
1 2

29 [31
v 27 27
2 2

Comme Y = u®,u = {/Y; ou }/Ypdans R. Choisissons u = 3/Y;.

Or,
29
3 3__=0
u®+v 7
29
3_ 27 _ .3
S v 57 u
29 |31
.29 27727
S vi= ——
27 2
29 31
. 27127
= v’ = 2 =Y2

Doncv = 3/Y, dans R. Si on avait choisit u = 3/Y,, on aurait trouvé v = 3/Y; (u et v jouent le méme role).

Or X=u+v

3|29 31 329 31

27 N27 |27 27
+

X =
2 2

Or A=X+-=

3|29 31 329 31

3\ = 27 27+ 27 27+§
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Notons S; la solution réelle de I'équation A3 — A2 — 1 = 0.

3129 31 )29 131
o _ |Z7N7Z7 |27 27+}
1 2 2 3
s _329+\/93+329 \/93+1
1= |54 18 5 18 3
¢ _329+3\/93+329—3\/93+1
- 54 54 3

S, est alors une valeur propre de M.
Déterminons les deux racines complexes du polynéme :
Soit a, b et c trois réels tels que :
A—=S)@A? +br+c)= 13- 2A%-1
Déterminons les valeursde a, b et ¢ :
(A=S)@i?+br+c)=23-22-1
ar® + bA%? + cd— S;ar*> — S;hpA-S;c = 23— A2 -1
ar®+ b -S;a)2%+(c—S;h)A—S;c=23- 212 -1
Par identification des coefficients :
a=1
b—Sa= -1
c—S;b=0
—Sc= —1

a=1

b= 51_1
(=4

1
c= -5 +85°%= 5 ce qui est le cas
1

Nous disposons donc de I'équation :
A=SPA?+(S;—DA=S;+5%)=23-2-1
On résout :
R+ —DA=S5,+5%=0
Calcul du discriminant :
A= (S —1D%2—4x1x (=S +52)

A= —-35%+25 +1
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A I'aide de la calculatrice, on remarque que A < 0:

Il'y a donc deux solutions complexes :

-S +1—i /3512—251—1
7. =
1 2

—Si+1+i /3512—251—1
Zzz 2

Nous disposons des six valeurs propres de la matrice M :

M =1
=1
A3 =-—1
A=S
As =24
Ae = Z;

Les valeurs propres sont différentes sauf la valeur A; = 1 mais nous avons vérifié que les vecteurs propres associés a
cette valeur propre forment un sous-espace de dimension 2. M est alors une matrice diagonalisable.

M peut s’écrire sous la forme M = PDP~! ol D est une matrice diagonale et P une matrice inversible.
M =ppp~!
& M" = pPD"P?

X, = M"X, = PD"P~1X,

5- Calcul de la limite

Notons (x- ) les coefficients de la matrice P et (y- ) les coefficients de la matrice P~ 1:
Y/ Y7ij

1" 0 0 0 0 1
0o 1" 0 0 0 0 2
x:11 x:16 0 0 (-1)" 0 0 0 3’§1 }’?6 (2
(sl o e s o | )
\0 0 0 0 z" 0 / \5 /
0 0 0 0 0 Z,t 3
/x11 X1z X3(=D" x14851" x45Z1" x1621n\ 1
X1 Xaz Xp3(=D)" x2481" Xp5Zi" Xp6Zi" 2
X :|x31 X3z X33(=D)" x3481" X35Z;" x3621n| y§1 y§6> 2\
" X1 Xaz Xaz3(D)" X44S1" X4sZi" XaeZi" Vo1 Yoo 4
Xs1 Xsz Xs3(=D)" x5481" Xs5Zi" xSGZln) \5/
Xe1 Xe2 Xe3(=1)" X6aSi" XesZi" XeeZi" 3
ppnp-1
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Nous nous intéressons ensuite a la premiére coordonnée du vecteur X,, car c’est A, or nous étudions le rapport

A . N . . N . _
1 Pour obtenir cette premiére coordonnée, nous avons besoin de la premiére ligne de la matrice PD™P~! que

n

nous allons multiplier par le vecteur X,.
Etude de la premiére ligne de la matrice PD"P~1:
(PD™P™Y) 11 = x11¥11 + X12Y21 + X13(—1)"Y31 + %1451 " Va1 + %1521 " Y51 + X16Z1 " V61

(PD™P™1) 15 = x11Y12 + X12V22 + X13(—D)™y35 + %1451 Vaz + X1521 Y52 + %1621 Ve

(PD"P™Y)yj = Xq1Y1j + X12Y2; + x13(—D"y3; + X145 " Vaj + X152 Ys; + X1621" Ve
Alors nous pouvons en conclure :
A, = (X)), = (PD"P™ Y, + 2(PD"P7Y);, + 2(PD"P )15+ 4(PD"P 1), + 5(PD"P1);5 + 3(PD"P 1) 6
Nous pouvons factoriser cette expression par chaque valeur propre (notons 44, 15, ..., A4 les valeurs propres) :
Ap = (Xp)1 = A1 kq + A%k + A3 ks + A3 kg + A5™ ks + A kg
Avec k; coefficients réels tels que :
ki = x11y11 + 2X11Y12 + 2X11Y13 + 4X11 Y14 + 5X11V15 + 3X11V16

ky = x12Y21 + 2X12Y22 + 2X12Y23 + 4X12Y24 + 5X12Y25 + 3X12Y26

ki =x1jyj1 + 2x1;yj2 + 2x1jYj3 + 4%X1jYjs + 5%1Yjs + 3x1;Yje pour tout j € {1, ... 6}
Alors k;j est un coefficient qui ne dépend pas de n.
Nous pouvons maintenant calculer la limite recherchée :

lim Ans1 ~ lim Xn+1)1 ~ lim Mk 4+ A" kg + A3 ey + A ey + A5 ks + A6 kg
n-—-+co A‘I’l n—+oo (Xn)l n—-+oo /11nk1 + /12nk2 + /’13nk3 + A4nk4 + Asnks + Aenké

Nous remarquons une forme indéterminée du type plus I'infini sur plus I'infini. Pour lever cette indétermination
nous allons factoriser par la valeur propre qui possede le plus grand module :

( h=1;1=1
L=1]1=1
As=—1; -1 =1
A =S;; |S;| =~ 1.4655
As = Zy; |Z,] =~ 0.826
Ae = Zy; |Zo] ~ 0.826

Nous remarquons que S; possede le plus grand module, nous choisissons de factoriser par S; soit A,.
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)\11’1+1k1+ )\21’1+1k2 +)\3n+1k3 +)\4n+1k4+)\5n+1k5+}\6n+1k6

lim

n-+oo Alnkl + )\znkz + )\3nk3 + )\4nk4, + )\SnkS + )\Gnké
1 A l’l+1k A n+1k )\ l’l+1k )\ n+1k )\ l’l+1k A 1'1+1k
)\4n+ > n+11 + 2 n+12 + > n+13 + > n+14 + 2 n+15 + : n+16
- A Ay Ay Ay A Ay
- n-+o )\ n (Alnkl + )\anz + )\3nk3 + )\4nk4 + )\snks + )\6nk6>
4 L}n L}n A4n )\411 )\411 )\41’1
)L n+1k )L n+1k }L n+1k }L n+1k )\' n+1k
o (B i M ks A
= lim 4 x 4 4 4 4 4
n—-+oo }\4n (Alnk1+}\2nk2+}\3nk3+k +&+ﬁ>
)\4n )\4n }L4n 4 }\41’1 }\411
_haxky S P LY
= k—4 =N car n—1>r—+r-100 }\4n+1 = niTooM_n =0 pourj # 4 puisque —4 <

- A A .
La limite de X—“ lorsque n tend vers plus I'infini vaut A, soit S;.

n

. \ . . . 3294393 | 3[29-34/93 1
La réponse a la question posée par I'enseignant chercheur est donc: S; = \/ ” + \/ ” + 3

VIl - Conclusion

Lorsqgu’on calcule un terme (de rang assez grand) de la suite de Conway en binaire, sa longueur est

3/29+34/93 | 3[29-393 1 , . - . . L s . )
” + ” + 3 fois supérieure a la longueur du terme qui le précéde (ou a la longueur de I'étage

précédent de la pyramide). D’un terme a l'autre, la longueur a augmenté d’environ 46%.

. 3[29+3v93  3[29-3y93 1
Donc la constante de Darchicourt vaut:J 54r+\/ 54«/_+§_

Nous pouvons faire le paralléle avec la suite de Conway en base 10 et se demander vers quelle valeur tend la suite
des rapports des longueurs de deux termes consécutifs.

VIl - Paralléle en base 10

. . o . A s
Conway a démontré que la suite était composée de 94 blocs et le rapport Z—“ lorsque n tend vers plus I'infini, tend
n
vers un nombre qui est la seule solution réelle d’'un polynéme de degré 71 :
XX - 20 x4 26+ 2%+ x® -xP X x4+ 5T+ 3% - 2 - 10 - 3 - 20 + 6 + 6 +
X® 4+ 9x™ - 3xY + - 7x™® - 8x™ - 8x™ + 10x™ + 6x" + 8x™ - 5x*0 - 12%*% + 7x® -7 + T + %P + 3 + 10x + x*7 - 6x°" -

230 - 10x% - 3x% 4+ 2x%7 + 9x%° - 3x% + 14x% - 8xB - 7P + 9x%% + 3xM - 4x™® - 10xY - 7x e+ 12x + M+ 2% - 12x*2 -
A" - 2xP 5 + X - T+ T - Ax T + 123 -6 +3x-6=0

L'unique racine réelle de ce polynéme est environ égale a 1.303678.

En base 10:
Apia

lim ~ 1.303678
n—-+oco n

D’un terme de la suite de Conway en base 10 (de rang assez grand) a l'autre, la longueur a augmenté d’environ 30%.

Donc la constante de Conway vaut environ : 1.303678.
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