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N — La forme desnombres: du carré al’escalier. 2

Présentation du sujet

On dispose d’une boite carrée dans laquelle

sont rangés des cubes sur une seule couche.
Avec ces cubes, on va essayer de fabriquer un
escalier

Une boite carrée contient des cubes identiques -dispo

$6s sur une seule couche. On désire utiliser tous ces

cubes pour fabriquer un “escalier”. A quelles condi-
tions est-ce possible ?
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Par exemple si on dispose d’une boite de trois
cubes sur trois c’est-a-dire de 9 cubes en tout,
on ne peut pas fabriquer I'escalier suivant qui
contient 10 cubes. Si on enlevait un éage a

cet escalier, il ne contiendrait plus que 7
cubes. Donc avec une boite carrée de 9 cubes,
on ne peut pas fabriquer d’escalier

figure 1.— les nombres en carrés et en escaliers.

Quelles sont les boites carrées qui permettent
d’obtenir des escaliers ?
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Quel est le nombre de cubes dans unme premiere idée
boite carrée ? pour simplifier les calculs

On double la hauteur

-
S

8

figure 2.— quel est le nombre de cube
dans une boite carrée ?

Le nombre de cubes d’'une boite carrée de
cubes sur 4 est»44 que I'on écrit 4.

8

Quel est le nombre de cubes dans u
escalier ?

On a décidé de numéroter les étages en cc
mencant par le haut car il y ale méme
nombre de cubes dans chaque marche que figure 4.— on double le nombre d’étages.
I'étage ou elle se trouve. Le nombre de cubes
dans cet escalier se calcule de la maniére 9 remarque qu’en doublant la hauteur (on
vante : passe de 8 étages a 16 étages), I'escalier obte
roreng > [ > Lape U est cor_npo;ée (_Jl'un carré ple 8 sur 8 et de
deux escaliers identiques de huit étages. Le
nombre de cubes s’obtient par ce calcul :

Eig= (8% 8) + (2% 36)

8 8

2iéme étag—> > 2 cubes

3ieme étagi—> > 3 cubes

4iéme étagi—> > 4 cubes

Sieme étag(—> scbes 8 X 8 est le nombre de cubes dans le carré et
Gieme étagi—> | S sawee 2 X 36 le nombre de cubes dans les deux

7iéme étagi—> > scwee €Scaliers de 8 étages.

8iéme étagi —> I» 8 cubes El6= 136

figure 3.— quel est le nombre de cubek€ résultat a été trouvé en trois opérations au
dans un escalier ? lieu de calculer la somme de 1 a 16.

Le nombre de cubes dans cet escalier est :
Eg=1+2+3+4+5+6+7+8

c'est-a-direEg = 36.

On trouve ici : E; = 36. Le probleme est

gu’ évidement ce calcul est bien trop long.

Pour un escalier de vingt étages, il faut calcu
ler :

1+2+3+4+5+6+7 +8 +9+10+11 +12+13
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On ajoute un nombre d'étages au hasard. nombre de cubes nomb. de cubes
hauteur dans I'escalier dans le carré

2 3 4
— 3 6 9
4 10 15
5 15 25
6 21 36
8 7 28 49
8 36 64
9 45 81
10 55 100
11 66 121
12 78 144
13 91 169
5 14 105 196
| 15 120 225
= = 16 136 256
17 153 289
figure 5.— si on ajoute 5 étages18 171 324
19 190 361
. o . 20 210 400
On ajoute cinq €étages par exemple, a notre o4 231 441
escalier de huit étages. Le nouvel escalier est 253 484
composé d'un rectangle de 5 sur 8, de no#@ 5(7)8 ggg
escalier initial de huit étages et d’'un escaliég 305 625
de cing étages. Le nombre de cubes s’obtiest 351 676
donc facilement si on connait le nombre de 27 378 729
s - L . 28 406 784
cubes d’'un escalier de cinq étages : 29 435 841
E13= (8x5) +Eg + Bg = 01 31 496 061
Ei13=(8%x5)+36+15=91 32 508 1024
8 x 5 est le nombre de cubes dans le rec- 33 ggé i(l)gg
tangle, 36 le nombre de cubes pour I'escaligy 630 1225
de huit étages et 15 pour |’escaier de cinq 36 666 1296
étages. 37 703 1369
38 741 1444
_ i 39 780 1521
Tableau des pemiers résultats 40 820 1600
41 861 1681
En utilisant ces méthodes, nous sommes p ggg i;gg
venus a calculer le nombre de cubes dans ype 990 1936
boite carrée de 87 cubes de cbté et dans un 45 1035 2025
escalier de 87 étages. 46 1085 2116
47 1128 2209
- : . . 48 1176 2304
\oici nos premiers résultats. (voir le tableauyg 1225 2401
50 1275 2500
51 1326 2601
52 1378 2704
53 1431 2809
54 1485 2916
55 1540 3025
56 1596 3136
. o 57 1653 3249
On voit que les nombres carrés qui donnent g 1711 3364
un escalier sont rares. Pour le moment il n&p 1770 3481
en a que troisl, 36et1225 60 1830 3600
61 1891 3721
62 1953 3844
63 2016 3969
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Formule permettant La formule générale est donc la suivante :
de trouver directement
le nombre de cubes dans un escalier [ ] Regle générale :

4 si h est la hauteur

En manipulant nos escaliers, nous avons eu
une idée pour calculer trés simplement le
nombre de cubes qu’il contient. Reprenons
notre escalier de huit étages. h

de |'escalier, le
nombre de cubes
est:

hx (h+1)

/ - 2

figure 8.

/ [NDLR : Un peu refroidis par la rareté des
nombres a la fois escaliers et carrés, les
/ éleves ont choisi d’explorer les nombres-rec
tanglesCela laisse énigmatique la question
suivante : y a-t-il une infinité de nombres qui
/ sont alafois escaliers — ¢ est-a-dire de la
formeh x (h+ 1) / 2 — et carrés — c'est-a-
dire des la forma x n ?]

figure 6.— méthode pour trouver directement le

nombre de cubes dans un escalier.

On prend un deuxiéme escalier identique (en
gras sur le dessin). En les assemblant on
obtient un rectangle de 8 cubes sur 9.

4 Wl N
>4

figure 7.

Le nombre de cubes du rectangle est 8 (8 +1).
Le nombre de cube de |’ escalier est donc la
moitié c’est-a-dire

8x(8+1)

s

On retrouve 36 cubes.
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Les nombres rectangles.

Voici notre méthode de découpage : prenons
un rectangle de 8 sur 12. Nous savons dgja

La méthode pour trouver cette formule nousdale tout rectangle de eurh et de longueur

donné I'idée de chercher si n’importe quel

h + 1 se découpe en deux escaliers iden-

rectangle pouvait se découper en escaliers.tiques. Il est donc facile de découper ce rec

tangle en deux rectangles : I'un de 8 sur 9

Il est facile de voir que pour les carrés cela (qui est composé de deux escaliers iden-
est vrai. En dét, un carré est toujours cemtiques) et l'autre de 3 sur 8. Il ifalors de
posé de deux escaliers dont I'un a un étageréeommencer la méme opération avec le

moins que l'autre.

4

deuxiéme rectangle et ainsi de suite ... Dans
cet exemple, le deuxieme rectangle est-com
posé de quatre escaliers identiques. Un rec-
tangle de 8 sur 12 est donc composé de six
escaliers.

Voici quelques exemples obtenus avec cette
méthode. Cependant, nous pouvons prévoir a
I’avance si |e rectangle est découpable ou
pas. Pour cela, on divise la longueur par la

figures 9.— découpage d’'un carré en deux escaliers;1argeur plus 1 et on s'occupe du reste

Avec les rectangles, cela ne sera pas toujofs peut avoir plusieurs possibilités :

possble avec deux escaliers : il restera par-
fois une «bande» ou un cube isolé (voir les
trois exemples, figures 10). [NDLR : un cub
isolén’estpasconsidéréci commeunescalief

il reste un carr —\

\

Y

< g

il reste une banc—\

\

< »
-~ >

7

n'est composé gue d’escaliers.

Il ne reste aucune bande. Ce rectang

12
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figure 10.1.—
découpage
d’un rectangle
en escaliers.

figure 10.2.—
découpage
d’un rectangle
en escaliers.

figure 10.3.—
découpage d'un
rectangle

en escaliers.

* pour un rectangle de 5 sur 17 :

17 + (5+1) = 2 et il reste 5. Ce rectangle est
80mposé d'un rectangle de 5 sur 6 et d'un
carré de 5. On obtient donc quatre escaliers

en tout.

* pour un rectanglede21sur44:

44 + (21+1) = 2 et il reste 0. Ce rectangle est
composeé de 2 rectangles de 21 sur 22. On
obtient donc quatre escaliers identiques en
tout.

* pour un rectangle del.3 sur23:

23 +(13+1) = 1 et il reste 9. Ce rectangle est
composé d’'un rectangle de 13 sur 14 et d’'un
rectangle de 13 sur 9.

13+ (9 +1)=1etil reste 3. On a deux nou
veaux rectangles : un de 9 sur 10 et un de 9
sur 3.

9+ (3+1)=2etilreste 1. Il reste donc une
« bande» de 9 sur 1. Le reste du rectangle est
décomposé en six escaliers.

[NDLR : Cette étude pose plusieurs questions
intéressantes :

» Qudls sont les rectangles sur lesquels la
méthode de découpage proposeée ci-dessus
réussit, c'est-a-dire ne laisse aucun cube isolé
ou de bande de igeur 1 ?
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* Les découpages obtenus ici comportent tdues escaliers formés avec des carrés.
jours un nombre pair d’ escaliers. Existe-t-il

un rectangle qu’on peut découper en un Pour terminer notre étude, nous avons eu
nombre impair d’escaliers ? I’idée de construire des escaliers a I’ aide de

* Quel est, pour un rectangle donné, le carrés successifs. Nous les appellerons des
nombreminimum d’escaliers qui permet un« escaliers carrés. En voici un exemple :
découpage de ce rectangle (on peut ici autori
ser les escaliers formés d’un seul cube) ?]

haut

« > figure 11.
longueut

Comment compter le nombre de cubes qu'ils
contiennent ? Pour cela, il nous faut calculer
I'expression suivante :

C=12+22+F+L+2+62+ ... +N2
ou N est la hauteur de 'escalier

Nous avons cherché un moyen pour simpli-
fier ce calcul. Nous avons tenté d' utiliser la
méme stratégie que pour les « vrais» esce
liers : on compléte |’ escalier-carré par un
autre escalier de maniére a obtenir un rec-

tangle.
L] ]
haut E} |
< Ny
longueul
figures 12.
haut
. BN

longueut

On compte le nombre de cubes dans le rec-
tangle et on retranche le nombre de cubes qui
sont en trop.

Une question ouverte.

Hélas, le probléme est plus complexe que
dans le cas des vrais escaliers et nous n’avons
pas réussi, faute de temps, a trouver une
maniére rapide et simple d’obtenir le résultat.
Peut-étre que cela intéressera d’'autres eama
rades I'an prochain ...
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