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I-Présentation du sujet

On considère un gâteau rond, que l'on propose de couper plusieurs fois, avec un couteau dont la lame
est  suffisamment grande pour couper d'un bout  à  l'autre  du gâteau.  Combien de parts  au maximum est-il
possible d'obtenir en un nombre donné n de coups de couteau ?

     
II-Notre propriété 

Soit p le nombre de parts, donc p(n) est le nombre de parts pour un nombre n de coups de couteau.

Le nombre maximum de parts se trouve avec la formule : p(n) = n +
n×(n−1)

2
+ 1. (1)

III-Recherches
               
Nous avons commencé par chercher manuellement combien de parts nous pouvions faire au maximum. Nous
avons vite remarqué que les droites ne doivent être ni concourantes ni parallèles. (2)  (3)
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Lorsque les droites sont concourantes, comme sur le premier dessin, on perd une part au niveau du point. 
Lorsque les droites sont parallèles, comme sur le deuxième dessin, une part n'est pas recoupée : on perd alors
une nouvelle part.

Donc pour obtenir le nombre maximum de parts, chaque nouvelle droite doit couper chacune des précédentes
en un nouveau point. 

 
 Le nombre de parts a-t-il un rapport avec le nombre de points de contacts entre les coups de couteau ?

On sait que  pour avoir un plus grand  nombre de parts, chaque  nouvelle droite doit couper
toutes les précédentes. Donc, elle va couper les autres droites en un nouveau point de contact à chaque fois. Il
va donc y avoir autant de points de contact rajoutés que de droites précédentes.

Donc, quand on rajoute la n-ième droite, on a n-1 points de contact ajoutés à ceux d'avant.

Soit c(n) le nombre de points de contact total pour un nombre n de droites.

On a donc d'après la remarque précédente : c(n)= n-1 + c(n-1)

Exemple pour n=5
c(5)=5-1+c(5-1)
c(5)=4+c(4)
c(5)=4+(4-1+c(4-1))
c(5)=4+(3+c(3))
c(5)=4+(3+(3-1+c(3-1)))
c(5)=4+(3+(2+c(2)))
c(5)=4+(3+(2+(2-1+c(2-1))))
c(5)=4+(3+(2+(1+c(1))))

c(1)=0 car s'il n'y a qu'une seule droite, il ne peut pas y avoir d'intersection, donc pas de points de contact. 

Donc, 
c(5)=4+(3+(2+(1+0)))
c(5)=4+3+2+1+0
c(5)=10

En généralisant c(n)= n-1 +c(n-1)= n-1+n-2+c(n-2)= n-1+n-2+n-3+c(n-3)=...=  n-1+n-2+n-3+...+c(0)  = n-1+n-2+n-
3+...+1

Donc c(n) = 1+2+3+...+n-1

Donc c(n) est la somme des n-1 premiers entiers.

Donc on a besoin de calculer la somme des n-1 premiers entiers, soit S cette somme.
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Nous avons en fait calculé 2S, en mettant les termes dans un sens, puis dans l'autre. Ainsi, en additionnant les
colonnes, nous trouvons à chaque fois « n ». Et comme il y a n-1 termes, la somme des n-1 premiers entiers vaut
donc S=nx(n-1)/2

Rapport entre les points de contacts et le nombre de parts.

Exemple avec 3 coups de couteaux (donc 3 droites) ; puis un 4ème coup de couteau (4ème droite) :

Comme déjà vu, la 4ème droite doit couper les 3 précédentes. Donc on rajoute 3 points de contacts à ceux qui existaient
avant : les points M, L et K.

Chaque nouveau point de contact rajoute une part « à gauche » (le point M rajoute la part verte ; le point L
rajoute la part rouge), mais le dernier point de contact rajoute une part « à gauche », et une autre part « à
droite » (le point K rajoute la part bleue claire et bleue foncée). (4)
Donc le nombre de parts qui se rajoute à chaque droite supplémentaire, c'est le nombre de points de contact
que crée cette droite + 1.

Donc, pour trouver le nombre de parts total, il faut ajouter le nombre de parts précédentes plus le nombre de
nouveaux points de contact plus 1.

Soit p(n) le nombre de parts pour n coups et c(n) le nombre de points de contact pour n coups , on a la formule :
p(n)= p(n-1)+nouveaux points de contact de n +1
p(n)=p(n-1)+ nombre de droites précédentes +1
p(n)=p(n-1)+(n-1)+1

Exemple avec n=4

Donc p(4)=p(4-1)+(4-1)+1
Donc p(4)=p(3)+3+1
Donc p(4)=(p(2)+2+1)+3+1
Donc p(4)=([p(1)+1+1]+2+1)+3+1
Donc p(4)=([{p(0)+0+1}+1+1]+2+1)+3+1
Or p(0)=1
Donc p(4)=([{1+0+1}+1+1]+2+1)+3+1
Donc p(4)=1+1+1+1+1+2+3+1
Donc p(4)=4+c(4)+1

Sachant que la formule des points de contact est c(n)= 
n×(n−1)

2
 et en généralisant l'exemple  ci-dessus, on

obtient : 
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Donc p(n)= n+
n×(n−1)

2
+1

Ainsi, le nombre maximal de parts possibles avec n coups de couteaux est donné par cette formule.

IV-L'extension :

Sujet : Sachant qu'on a la possibilité de couper horizontalement, peut-on faire encore plus de parts ? 
 
On décide que pour un nombre n de coups, on réserve le dernier coup de couteau pour couper horizontalement.
Donc on observe qu'on retrouve le nombre de parts précédent multiplié par 2. 
Donc on a p(n) = p(n-1)x2

Si on décide de faire la même chose mais pour deux coups horizontaux, alors on aura le nombre de parts pour 
deux coups avant multiplié par 3. 
Donc on a p(n) = p(n-2)x3

Même raisonnement pour quand on garde les trois derniers coups, les quatre...
Soit r le nombre de coups horizontaux, 
Donc p(n) = p(n-r)x(r+1)  (5)

En entrant cette formule au tableur, on obtient le tableau suivant :
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En regardant le tableau, on remarque que les cases où le nombre de parts est le plus grand se décale toutes les
trois cases (cases violettes). 
Nous ne l'avons pas démontré, mais nous avons vu que c'était le cas sur un nombre important de cases. 

Est-ce vrai pour tous les cas et est-il possible de le démontrer ? 

V- Conclusion

Nous avons résolu le problème en démontrant que le nombre maximal de parts pour n coups de couteau

est donné par la formule : p(n)= n+
n×(n−1)

2
+1

Et la formule pour l'extension est :  p(n) = p(n-r)x(r+1)  où r est le nombre de coups de couteaux horizontaux
(donc r est plus petit ou égal à n). (6)

Il nous resterait à analyser le tableau de l'extension pour comprendre son fonctionnement. 
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Notes d'édition

(1)  On pourrait ne pas donner immédiatement la formule du nombre de parts ; on commencerait par quelques
observations  à  partir  d'un  petit  nombre  de  coupes  puis  ensuite  une  conjecture  serait  formulée,  puis
démontrée.

(2)  Le gâteau est représenté par un disque, les coupes réalisées par des cordes sur ce disque.

(3)  On peut constituer au maximum 7 morceaux avec 3 coups de couteau.

(4)  Réaliser une coupe sur une part crée bien deux parts, mais il est délicat de les désigner par celle "à gauche"
et celle "à droite" ! (et si la coupe est horizontale ?)

(5)  On pourrait détailler ces données sur des exemples !

(6)   La formule pour l'extension n'est pas explicite puisque l'on ne sait pas quelle est la valeur du paramètre r.


