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PRÉSENTATION DU PROBLÈME 

On considère une route avec plusieurs voitures. Toutes les voitures avancent à la même vitesse et 

dans la même direction. Une voiture peut avancer si et seulement si aucune autre voiture ne se 

trouve devant elle.  

 

 

 

 

Quelles configurations amènent à un embouteillage qui ne pourra pas se débloquer ? 

On peut répondre à cette question en simulant cette situation dans un automate cellulaire(1). 

UTILISATION DU LOGICIEL 

Pouƌ ƌĠsoudƌe Đe pƌoďlğŵe, j’ai ĐƌĠĠ un automate cellulaire qui simule une route finie de longueur 

choisie et eŶ foŶĐtioŶ d’une configuration(2) déterminée paƌ l’utilisateuƌ. Ce dernier est invité à 

choisir une entrée périodique de voitures afin de simuler une route infinie.  

Une fois ces paramètres enregistrés, l’algorithme affiche la route qui évolue au cours du temps. Afin 

de trouver les dispositions qui amèneraient à un embouteillage, on teste l’algoƌithŵe aveĐ 
différentes configurations de base, et une entrée périodique de voitures différente.  

Ce scénario simple peut être interprété comme un automate cellulaire, programmable sous forme 

d’uŶ algoƌithŵe. 

c  n c  
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ALGORITHME 

CODE DE L’ALGORITHME  (EN TI-BASIC) 

Bien que le foŶĐtioŶŶeŵeŶt de l’algoƌithŵe seŵble d’uŶe simplicité 

apparente, celui-ci est en réalité plutôt complexe.  

Il est composé de 117 lignes de code en TI-Basic, le langage de 

programmation natif des calculatrices TI 80. 

Chaque partie du programme sera détaillée dans la partie 

FoŶĐtioŶŶeŵeŶt de l’algoƌithŵe dans le paragraphe de la couleur 

correspondante. Celui-ci fonctionne parfaitement sur les calculatrices 

TI-83 Premium CE et devrait fonctionner sur la plupart des calculatrices 

graphiques TI. 

ATTENTION 

Le code présent ci-dessous Ŷ’est pas utilisaďle diƌeĐteŵeŶt suƌ la 
calculatrice. Des aménagements ont été apportés pour en améliorer la 

lisibilité : 

 Ajout avant certaines lignes pour mettre en évidence les blocs 

de condition et les boucles(3).  

 Le caractère [ہ ], utilisé dans TI-Basic pour faire référence à des noms de listes, a été 

ƌeŵplaĐĠ paƌ des [L] eŶ iŶdiĐe, l’appaƌeŶĐe Ƌu’il a suƌ l’Ġditeuƌ de Đode de la ĐalĐulatƌiĐe.  

Des versions compatibles de l’algoƌithŵe seƌoŶt joiŶtes aveĐ Đet aƌtiĐle 

La dernière mise à jour système de la calculatrice est nécessaire(4) pour utiliser cet algorithme, à 

cause de la fonction versChaîne, utilisée pour convertir des nombres en chaînes de caractères, 

absente dans les anciennes versions du système de la calculatrice.(5) 

EffListe LROUTE  
Ϭ→T 
Lbl 1 
EffÉcran 
Disp "Veuillez donner la" 
Disp "configuration initiale sur" 
Disp "la route :" 
Disp " " 
Disp "[-] : Route" 
Disp "[2nd]+[math]+[3] : Voiture" 
Disp " " 
Input "",Chn1 
EffÉcran 
Disp "Chargement ..." 
For(I,1,longueur(Chn1)) 
    If sousch(Chn1,I,1)="-" 
    Then 
        Ϭ→LROUTE(I) 
    Else 
        If sousch(Chn1,I,1)=">" 
        Then 
            ϭ→LROUTE(I) 
        Else 
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            EffÉcran 
            Menu("Erreur : Symbole invalide","Retour",1,"Quitter",0)  
        End 
    End 
End 
Lbl 8 
Menu("Arrêt entre étapes ?","Oui",2,"Non",3,"Retour",1) 
Lbl 2 
ϭ→P 
Goto 4 
Lbl 3 
Ϭ→P 
Goto 4 
Lbl 4 
Menu("Voitures périodiques ?","Oui",5,"Non",6,"Retour",8) 
Lbl 5 
EffÉcran 
Disp "Une voiture si T est un" 
Input "multiple de ",N 
ϭ→M 
If N<ϭ ou N≠eŶt;NͿ       
Then 
    Menu("Erreur : Valeur invalide","Retour",5,"Quitter",0) 
End 
Goto 7 
Lbl 6 
Ϭ→M 
ϭ→N 
Goto 7 
Lbl 7 
EffÉcran 
Disp "Chargement ..." 
While 1 
    If T/N=eŶt;T/NͿ et T≠Ϭ et M≠Ϭ 
    Then 
        ϭ→LROUTE(1) 
    End 
    " "→ChŶϭ 
    For(I,1,dim(LROUTE)) 
        If LROUTE(I)=0 
        Then 
            Chn1+"-"→ChŶϭ 
        Else 
            ChŶϭ+">"→ChŶϭ 
        End 
    End 
    sousch(Chn1,2,longueur(Chn1)-ϭͿ→ChŶϭ 
    EffÉcran 
    If longueur(Chn1)>26 
    Then 
        For(I,1,abs(ent(-(longueur(Chn1)/26))))  
            If I≠Ϯϲ 
            Then 
                Disp sousch(Chn1,26*I+1,26) 
            Else 
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                Disp sousch(Chn1,26*I+1,Longueur(Chn1)-(26*I)) 
            End 
        End 
    Else 
        Disp Chn1 
    End 
    Disp "T="+versChaîne(T) 
    Ϭ→K 
    If P=1 
    Then 
        Pause  
    End 
    For(I,1,dim(LROUTE)) 
        If I≠diŵ;LROUTE) 
        Then 
            If LROUTE(I)=1 et LROUTE(I+1)=0 
            Then 
                Ϭ→LROUTE(I) 
                Ϯ→LROUTE(I+1) 
            End 
            If LROUTE(I)=2 
            Then 
                ϭ→LROUTE(I) 
            End 
        End 
    End 
    If LROUTE(dim(LROUTE))=2 
    Then 
        ϭ→LROUTE(dim(LROUTE)) 
    Else 
        If LROUTE(dim(LROUTE))=1 
        Then 
            Ϭ→LROUTE(dim(LROUTE)) 
        End 
    End 
    T+ϭ→T 
End 
Lbl 0 
Stop  

FONCTIONNEMENT DE L’ALGORITHME 

Loƌs du laŶĐeŵeŶt de l’algoƌithŵe, il réinitialise les variables. Puis, oŶ deŵaŶde à l’utilisateuƌ 
d’eŶtƌeƌ la ĐoŶfiguƌatioŶ iŶitiale suƌ la ƌoute. La ƌoute est sǇŵďolisĠe paƌ des sigŶes [-] et les voitures 

par des signes [>] 

Par exemple : --->-->---->>--- 

EŶsuite, l’algoƌithŵe aŶalǇse la saisie de l’utilisateuƌ et, eŶ foŶĐtioŶ de Đes ĐaƌaĐtğƌes, il la ĐoŶveƌtit 
en une suite binaire de 0 et de 1. Les 0 correspondent à des signes [-] et les 1 correspondent à des 

signes [>]. SiŶoŶ, s’il dĠteĐte uŶ ĐaƌaĐtğƌe iŶvalide, il affiĐhe uŶ ŵessage d’eƌƌeuƌ iŶvitaŶt l’utilisateuƌ 
à ressaisir sa configuration. On note cette suite (ℛ�,௧)�∈ℕ∗,௧∈ℕ, avec � le rang de la suite et ݐ l’Ġtape 
de la suite.(6)  

Exemple de suite binaire : 0001001000011000 
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c  n c  

UŶe fois la ĐoŶfiguƌatioŶ ĐoƌƌeĐte, l’algoƌithŵe deŵaŶde à l’utilisateuƌ s’il souhaite avoiƌ des pauses 
eŶtƌe les diffĠƌeŶtes Ġtapes du pƌogƌaŵŵe pƌiŶĐipal, et s’il souhaite uŶe eŶtƌĠe pĠƌiodiƋue de 
voitures pour simuler une route infinie. Si l’utilisateuƌ souhaite uŶe eŶtƌĠe pĠƌiodiƋue de voituƌes, il 
devƌa eŶtƌeƌ la fƌĠƋueŶĐe d’appaƌitioŶ des voitures, notée �. Il lui propose également de revenir en 

aƌƌiğƌe s’il s’est tƌoŵpĠ ƋuelƋue paƌt.(7) 

Après un temps de chargement, le programme principal se lance : il consiste en une interface 

gƌaphiƋue affiĐhaŶt l’Ġtat de la ƌoute sǇŵďolisĠe paƌ le ŵġŵe Đode dĠfiŶi précédemment à une 

étape � donnée.  En arrière-plan ;Đe Ƌue l’utilisateuƌ Ŷe peut pas voiƌͿ, l’algoƌithŵe détermine la 

positioŶ des voituƌes à l’Ġtape suivaŶte : uŶe voituƌe avaŶĐe d’uŶe Đase si la Đase devaŶt elle est 
libre(8). 

Ce système fonctionne de la manière suivante : 

 S’il Ǉ a uŶe eŶtƌĠe périodique de voitures, et que � est un multiple de la fréquence 

d’appaƌitioŶ � (c.-à-d. si 
�� ∈ ℕ), l’algoƌithŵe plaĐe uŶe voituƌe eŶ pƌeŵiğƌe positioŶ suƌ la 

route, en remplaçant le premier chiffre de la suite binaire par un 1 (ℛଵ,� = ͳ), qui 

symbolise une voiture dans le programme. 

 Ensuite, l’algoƌithŵe ŵet à jouƌ l’Ġtat de la ƌoute eŶ affiĐhaŶt la suite (ℛ�,�)�∈ℕ∗ , en 

remplaçant les 0 par des [-] et les 1 par des [>]. Il affiche la route sur plusieurs lignes si celle-

Đi est tƌop gƌaŶde pouƌ l’ĠĐƌaŶ de la ĐalĐulatƌiĐe. Il met le programme sur pause si 

l’utilisateuƌ l’a deŵaŶdĠ. 

 L’algoƌithŵe paƌĐouƌt la suite ďiŶaiƌe(9) et loƌsƋu’il dĠteĐte uŶ ϭ à uŶ ƌaŶg � (c.-à-d. si ℛ�,� = ͳ), il le mémorise et analyse également le rang suivant c'est-à-dire le rang � + ͳ.  

 Si le chiffre au rang � + ͳ est 0 (c.-à-d. si ℛ�+ଵ,� = Ͳ), alors il le remplace par 2, qui 

sǇŵďolise uŶe voituƌe veŶaŶt d’avaŶĐeƌ d’uŶe Đase (ℛ�+ଵ,� = ʹ).  Il affecte également 0 au 

rang � puisƋue la voituƌe Ŷ’Ǉ est plus (ℛ�,� = Ͳ). (10) 

 Il effeĐtue Đes deuǆ aĐtioŶs eŶ ďouĐle jusƋu’à Đe Ƌu’il atteigŶe la fiŶ de la liste  

 Il remplace enfin tous les 2 de la suite par des 1 et passe à l’Ġtape suivaŶte. 

OBSERVATIONS 

On considère une route de longueur infinie ;siŵulaďle gƌâĐe à l’algoƌithŵeͿ. Des voitures séparées de c cases se suivent, avec c naturel non nul (en effet, si c = Ͳ, les voitures seraient collées et 

formeraient un embouteillage infini, qui ne pourrait pas se débloquer), devaŶĐĠes d’uŶ 
embouteillage de n voitures, avec n naturel strictement supérieur à 1 (en effet, si n = ͳ, il Ŷ’Ǉ auƌait 
pas d’eŵďouteillageͿ. 

 

 

 

À ĐhaƋue Ġtape, la pƌeŵiğƌe voituƌe de l’eŵďouteillage avaŶĐe puisƋu’il Ǉ a uŶe plaĐe liďre devant 
elle. Toutes les c Ġtapes, si l’eŵďouteillage Ŷe s’est pas dĠďloƋuĠ, Đ’est-à-dire si c < n, la voiture 
deƌƌiğƌe l’eŵďouteillage s’ajoute à Đelui-Đi, Ƌui ƌeĐule d’uŶe Đase.  

On remarque que, lorsque c = ͳ, Ƌue l’eŵďouteillage ƌeĐule iŶdĠfiŶiŵeŶt saŶs se ƌĠduiƌe. 
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RÉSOLUTION DU PROBLÈME 

On définit la fonction ۂ⋅ہ qui, à tout réel, associe un entier relatif qui correspond à la partie entière de 

ce réel. ۂ⋅ہ ∶ ℝ ⟼ ℤ ۂ⋅ہ ∶ � ⟼ �  

Avec � ∈ ℤ et � ≤ � < � + ͳ 

La partie entière de � se note ۂ�ہ 

Le Ŷoŵďƌe de voituƌes daŶs l’eŵďouteillage peut être représenté par la suite suivante : ݑ௧ = � − ݐ +  ⌊�ݐ⌋

Avec ݐ ∈ ℕ ∩ {[Ͳ; �ݑ/[� = Ͳ} 

Cette suite est composée de deux parties : 

 n − t : Pour t = Ͳ, ce nombre est égal à n, qui est le nombre de voitures présentes 

iŶitialeŵeŶt daŶs l’eŵďouteillage. Il se dĠĐƌĠŵeŶte de 1 à chaque étape. Ce nombre 

symbolise la propriété « À ĐhaƋue Ġtape, la pƌeŵiğƌe voituƌe de l’eŵďouteillage avaŶĐe 
puisƋu’il Ǉ a uŶe plaĐe liďƌe devaŶt elle. » 

 ቔtcቕ : Ce nombre, initialement égal à 0, s’iŶĐƌĠŵeŶte de ϭ toutes les c étapes. Il symbolise la 

propriété « Toutes les c Ġtapes, la voituƌe deƌƌiğƌe l’eŵďouteillage s’ajoute à Đelui-ci. » 

Pour vérifier notre théorie, on calcule ݑ௧ pour � = ͳ. ݑ௧ = � − ݐ + ⌊ͳݐ⌋ = � − ݐ +  ۂݐہ

Or, puisque   ݐ ∈ ℕ ∩ {[Ͳ; �ݑ/[� = Ͳ}, ݐ ∈ ℕ   donc   ݐ = ௧ݑ (11).ۂݐہ = � − ݐ + ݐ = � 

On a donc, pour � = ͳ, ݑ௧ = �. ሺݑ௧ሻ௧∈ℕ∩{[;�]/௨�= }  est une suite constante, donc le nombre de 

voituƌes daŶs l’eŵďouteillage est ĐoŶstaŶt, doŶĐ l’eŵďouteillage Ŷe se débloquera jamais. 

PROPRIÉTÉ 

On notera ݐ + ଵଶ l’Ġtape intermédiaire entre ݐ et ݐ + ͳ. 

L’étape � +  Ŷ’est pas logiƋue au seŶs ŵathéŵatiƋue puisƋu’uŶe suite ŶuŵéƌiƋue Ŷe peut pas 
avoiƌ de ƌaŶg déciŵal. Elle Ŷ’est utilisée dans cette démonstration que pour simplifier le 

raisonnement. 

L’actioŶ se déƌoulaŶt eŶtƌe � et � +  et l’actioŶ se déƌoulaŶt eŶtƌe � +  et � +  s’exécuteŶt eŶ 
réalité simultanément entre � et � + . 

L’eŵďouteillage Ŷe se dĠďloƋueƌa jaŵais si et seuleŵeŶt si il est pƌĠĐĠdĠ d’uŶe suite iŶfiŶie de 
voitures sépaƌĠes d’uŶe seule Đase ;Đ.-à-d. ssi � = ͳ). 
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n 1 1 

Dans cette configuration, on remarque Ƌu’entre chaque étape ݐ et ݐ + ͳ : 

 La voituƌe se tƌouvaŶt eŶ tġte du ďouĐhoŶ soƌt de l’eŵďouteillage (ut+భమ = ut − ͳ).  

 Le ďouĐhoŶ ƌeĐule d’uŶe Đase Đaƌ la voituƌe juste derrière le bouchon et séparée de celui-ci 

avaŶĐe d’uŶe Đase et le rejoint (ut+ଵ = ut+భమ + ͳ = ut − ͳ + ͳ = ut ⇒ ut+ଵ = ut). 
On peut donc conclure que dans cette situation, à ĐhaƋue Ġtape, l’eŵďouteillage conservera le 

même nombre de voitures (ݑ௧+ଵ =  .௧). Il ne se résorbera jamaisݑ

 

 

 

 

Dans le cas contraire, si les voituƌes pƌĠĐĠdaŶt l’eŵďouteillage soŶt sĠpaƌĠes de plus d’uŶe Đase ;Đ.-à-

d. ssi � > ͳͿ, l’eŵďouteillage fiŶiƌa paƌ se résorber au bout de � étapes, tel que ݑ� = Ͳ.(12) 

Dans cette configuration, on remarque Ƌu’eŶtƌe chaque étape ݐ et ݐ + ͳ, si ݐ + ͳ Ŷ’est pas uŶ 
multiple de �  : 

 La voituƌe se tƌouvaŶt eŶ tġte du ďouĐhoŶ soƌt de l’eŵďouteillage (ut+ଵ = ut − ͳ).  

 La voituƌe pƌĠĐĠdaŶt l’eŵďouteillage avaŶĐe d’uŶe Đase, ŵais Ŷ’auƌa pas rejoint 

l’eŵďouteillage. 

OŶ ƌeŵaƌƋue ĠgaleŵeŶt Ƌu’eŶtƌe ĐhaƋue Ġtape ݐ et ݐ + ͳ, si ݐ + ͳ est un multiple de � : 

 La voituƌe se tƌouvaŶt eŶ tġte du ďouĐhoŶ soƌt de l’eŵďouteillage (ut+భమ = ut − ͳ).  

 Le ďouĐhoŶ ƌeĐule d’uŶe Đase Đaƌ la voituƌe pƌĠĐğdeŶt le ďouchon et séparée de celui-ci 

avaŶĐe d’uŶe Đase et le ƌejoiŶt (ut+ଵ = ut+భమ + ͳ = ut − ͳ + ͳ = ut ⇒ ut+ଵ = ut). Elle aura 

suffisaŵŵeŶt avaŶĐĠ loƌs des Ġtapes pƌĠĐĠdeŶtes pouƌ Ŷ’ġtƌe sĠpaƌĠe de l’eŵďouteillage 
Ƌue d’uŶe seule Đase à l’Ġtape ݐ. 

Le Ŷoŵďƌe de voituƌes daŶs l’eŵďouteillage ݑ௧ se décrémentera ŵais Ŷe s’iŶĐƌĠŵeŶteƌa jaŵais. La 

suite ݑ sera donc décroissante et finira par atteindre 0. C’est à Đe ŵoŵeŶt Ƌue l’eŵďouteillage se 

résorbera. 

 

 

 

(12) 

c < 1 n c < 1 
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Notes d’éditioŶ 

(1) Un automate cellulaire unidimensionnel est une suite régulière de « cellules » contenant 
chacune un état (ici : place libre ou place occupée) qui peut évoluer au cours du temps. L'état d'une 
cellule au temps t+1 est fonction de l'état au temps t des cellules voisines. À chaque unité de temps, 
les mêmes règles sont appliquées simultanément à toutes les cellules, produisant une nouvelle « 
génération » de cellules dépendant entièrement de la génération précédente (source : Wikipedia). 

(2) Une configuration = un état initial de la route + une règle précisant les instants d'arrivée de 
nouvelles voitures sur l'extrémité gauche de la route. 

(3)  Il s'agit d'ajouts d'espaces, appelés "indentations". 

(4)  Sinon, utiliser le code proposé sur ce site : 

https://openclassrooms.com/courses/apprenez-a-programmer-en-ti-basic/les-chaines-de-
caracteres-16 - /id/r-2244025 

(5) Que le lecteur se reporte directement au paragraphe suivant s'il ne lit pas couramment le TI-
basic... En général, on ne donne un code complet de la sorte qu'en annexe d'un document, et bien 
commenté ; on préfère les pseudo-codes qui s'extraient des contingences du langage utilisé. 

(6) Pour l'instant, t=0. Les instants t prendront des valeurs entières. 

(7) Il s'agit de définir les instants d'arrivée des voitures sur l'extrémité gauche de la route. N est 
plutôt la "période" d'apparition des voitures, inverse de la fréquence : une voiture arrive tous les N 
instant Selon la loi régissant un automate cellulaire, chaque voiture avance d'une case (de l'instant T 
à l'instant T+1) si la case devant elle est libre à l'instant T. 

(8) Selon la loi régissant un automate cellulaire, chaque voiture avance d'une case (de l'instant T à 
l'instant T+1) si la case devant elle est libre à l'instant T. 

(9) L'ordre de parcours est sans importance, c'est une propriété des automates cellulaires. 

(10)  ... et que la voiture qui est derrière n'a pu s'avancer jusque là. Sinon (si le chiffre au rang I+1 est 
1), la voiture est bloquée et on ne change rien : R_{I,T}=1.  

(11)  Pour être mathématiquement correct, il faudrait écrire : "pour ݐ ∈ ℕ ∩  [Ͳ, �] où x est le 
premier instant où ݑ�  =  Ͳ". 

(12) Il faut lire « c>1 » dans cette image 

(13)  On peut donner une valeur précise à ce x. En effet, x est le plus petit entier tel que n-x+[x/c]=0, 
donc tel que [x(-1+1/c)] = -n, donc tel que x(-1+1/c)<-n+1. Donc x est le plus petit entier strictement 
supérieur à (n-1)/(1-1/c). On voit alors que si n est grand (l'embouteillage initial est gros) alors il 
mettra plus de temps à se résorber, que si c est grand alors il sera rapide à résorber, et qu'il y a 
problème de division par zéro lorsque c=1 : l'embouteillage est de durée infinie ! 

 

https://openclassrooms.com/courses/apprenez-a-programmer-en-ti-basic/les-chaines-de-caracteres-16#/id/r-2244025
https://openclassrooms.com/courses/apprenez-a-programmer-en-ti-basic/les-chaines-de-caracteres-16#/id/r-2244025

