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' ' Combien de points faut-il détermi
|ntersect|ons de ur?(;ncoet?rbee’_f)o nts faut-il pour déterminer
courbes

par Albert Andinaik (1° S), Aline Bouyaud
(1° S), Hortense Disdero (1° S) du Lycée
Pablo Picasso de Fontenay-sous-Bois (94)
Mohammed ??? du lycée Romain Rolland
d'lvry-surSeine (94)

Nous savons que dans un plan, par un point
passent une infinité de droites, par deux
points une seule, et par trois points ou plus en
général aucune. Le but de notre atelier est de
r&bondre a la question suivante :

« Combien de points faut-il

. . - our déterminer une courbe ? »
enseignantes : Monique Corlay, Christiane P

Gued;, Claude Parreau Pour cela nous étudions d’abord les coniques

(ex : x2 + xy + 3y2 — 2x + 4 = 0) en nous
posant diférentes questions. « Existe-t-il une
conigue ou plus qui passe par 1, 2, 3 ou plus
points donnés du plan ? Est-ce que cela
dépend de la position de ces points les uns

par rapport aux autres ? »

Traduction du texte en latin : D. Chandesris

Chercheur : Olivier Piltant

5 Ensuite nous étudions le cas des cubiques
(ex : x3+x2y+y3—4xy2 +2x2 +3y2—y+15=0).
= Pour ces derniers cas, nous nous basons

sur un texte en latin de Jacobi

1 “De relationibus...”. Nous tenterons de
démontrer et préciser ses résultats dans le cas
Al gy s oo des courbes de degre 3.

1 Les différentes sortes de coniques

- Il 'y a exactement 4 types de coniques. Les
équations correspondent aux polynémes a
-5 deux variablex ety de degré 2.

) : lipse: 6x2+6y2+8xy+12y+6=0,
lycées d'lvry (94) & Fontenay sous Bois (9A§yrl)oerbole : 4X2_y2y_ 4= Oy y
— intersections de courbes 2 _ ’
. e . grabole : x<-3y=0
Par un point du plan passe une infinité de droites, FB:I X VY !
deux points distincts en passe une seule et par trois  COnique degenéree :

points distincts ou plus n'en passe aucune ... sauf si 2x2 —3xy—2y2+ 11x+8y—-6=0
ces points sont tous sur Ia‘dr0|te qui joint deux d'entre soit (X +y—1)x—2y+ 6) = 0.
eux. On se pose un probléme analogue pour des

courbes un peu plus sophistiquées que des droites. .

Comme le dit Jacobi : « ... duabus curvis tertii ordinllipse hyperbole
se in 9 punctis intersecantibus, ... » o glmer bepertae

4,

B
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dégénérée parabole En écrivant qu’elles passent par un point
dEpdndnts Taraba donné on obtient une équation :
= pourA:
f=0

e any pourB:

| a+d+f=0
pourC:

Combien de coniques ? b+e+f=0
A B, C, D, E éant 5 points du plan, on les pourD :

repere par leurs coordonnées dans le repere
(A, AB, AT), A, B, C étant supposeé non ali-

ao2+bp2+caB+da+eB+f=0

gnés. On pose D(a,p),

E(a’, B’). Les

pourkE:

coniques sont recherchées par leurs équatioas’2+ bp'2+ca’p +da’ + ep +f=0.

dans ce repeére :

ax2+by2+cxy+dx+ey+f=0.

On a donc a résoudre un systéeme linéaire
homogéne de 3, 4, ou 5 équations. Les fésul
tats figurent dans le tableau suivant.

nombre de points

3 pointsA, B, C non alignés

3 points alignés

4 pointsA, B, C, D
3 points quelconques étant
non alignés

4 points dont 3 alignés ou
5 points dont 4 alignés

5 pointsA, B, C, D, E
3 points quelconques étant
non alignés

5 points dont 3 alignés
4 points quelconques étant
non alignés

nombre de coniques coeficients de I' équatior]

infinité de coniques f=0,d=-a,e=-b

infinité de coniques
dégénérées (2 droites)

f=0,d=-a e=-b,
o= ao(l—a)+ bB(1-P)
af

infinité de coniques

infinité de coniques
dégénérées (2 droites)

f=0,d=—-a,e=-b,
o= a(l-a)+bp(1-PB)
op ’
0 Bl (1-B)- (1))
"l (1-c)-B(1-a)]

une seule conique

une conique dégénérée
(2 droites)
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remarque 1 : on a utilisé le fait qu’une Différentes sortes de cubiques.

conique non dégénérée ne peut couper une

droite en plus de deux points (voir annexe). Equations : polynémes de degré 3. Voici

guelques exemples.
rc_amarql’Je 2 _(cas des 4 points) : les coeffi- (1) y2—x3+x=0
cients s'expriment tous en fonction de deux
coeficientsa etb, qui peuvent étre librement
choisis @3 # 0 car sinom, B, D ouA, C, D -
seraient alignés). :

La (3) est dégénérée.

remarque 3 (cas des 5 points) : les coeffi-
cients s’ expriment tous en fonction d’un
coeficient b qui peut étre librement choisi.
Mais cela ne donne qu’une seule conique, car
en changeant b, on obtient des coefficients
tous proportionnels aux précédents, donc la
méme équation. 2):
De plus,a’a (B(1 —a) —B (1 —a’)) #0, car
B(l-a)-B(1-0a’)=0sgnifie queles
vecteursDE et BE sont colinéaires (détermi
nant nul) donc les poinf3, B, E alignés.

0.5 1] 1.5 2z

=

2

Exemple :

-10 -7.9 -5 -2.5

7

-10

Donnons nous 5 points, par exemple :
A(0, 0),B(1, 0),C(0, 1),D(3, 5),E(2, 2).

(X — N — 2
La conigue passant par ces cing points a pcg%)r -y -1
équation :

—50x2 - 6y2 + 28xy + 50x + 6y = 0.

-
-]
-5
=]

)

.3 5 7.5 in

y2-1)=0

En efet, d’'apres les calculs précéderigst
guelconque, par exempte= — 2. On calcule

ensuite :
a=-50/3; N
c=28/3;
f=0; (4) :x3+y3—xy=0
d=-a=50/3; .
e=-b=2.

A

2 -1.5 -1 -p.5 70;/1 15 2
-0.
-1.5
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Ce que dit Jacobi (dans le cas des cubiquesfeci était le résumé du texte de Jacobi, appli
gué aux cubiques.

Soit U une expression (polynéme) d’ordne

des deux variables x et y. (Nous prendrons Pour (A), nous proposons |I’explication sui-

n = 3). Cette expression est définie par vante:

(n+ 1)(n+ 2)/2 soit ici 10 codicients (qu'on

notea, b, ¢, d, e f,g, h,i,j). On résout le systeme par la méthode de
Gauss, c'est-a-dire :

L’équation de la courbe s’éctlit= 0, soit :

On garde une équation (E;), on éimine une

inconnue dans toutes les autres en les combi

nant avec (E;). On obtient alors un systeme

composé deH;) et de 7 équations a 9 incon

nues. On garde une nouvelle équation (E,),

on élimine une inconnue dans les 6 restantes

en les combinant ave&4). On obtient alors

un systeme compose de (E;), (E,) et de 6

équations a 8 inconnues. Et on recommence.

i . ., _..On trouvera une derniére équation a 3 incon
On peut alors exprimer 8 inconnues linéaire g

. nues :a, b, c par exemple. On exprimeen
ment en fonction de deux autres. : P p“ € p en
fonction dea et b, et on “remonte” le systée

ax3+ox2y+cxyP+dyS+exe+xy+gy2+hx+y+=0

Donnons nous (n + 1)(n + 2)/2 — 2, C'est-&
dire 8 systémes de valeurs simultanées véri-
fiant U = 0 (donc 8 points dans le plan qui
devraient étre situés sur la courbe). On
obtient un systeme linéaire de 8 équations a
10 inconnues.

c=ma+pb me. Toutes les inconnues seront exprimees
d=mpa+ pb linéairement en fonction deetb.
e=mga+ psb
(A) f = Mmiax Pab Pour (B), nous essayons de démontrer en
g =msa+ psb annexe que 2 cubiques se coupent en 9 points
h=mea+ pgb au plus.
i =mya+ p7b
j = mga+ pgh Nous remarquons que Jacobi n’étudie aucun

cas particulierll y a pourtant des cas ou les
cubiques sont “dégénérées’ (composees

d’ une droite et d une conique), cas ou €lles

a (X3+myXy2+mpy3+mgx2+m,xy+msy2+mgx+  pourront se couper en une infinité de points.
myy+mg) + b (x2y+pyxy2+poy3+pgx3+pxy+

p5y2+p6x+p7y+p8) =0. Combien de cubiques?

L’équationU = 0 s’écrit alors :

Toutes les cubiques passant par les 8 points Nous avons essayé de donner un tableau
du début ont une équation de cette forme. comme dans le cas des cubiques, en précisant
les résultats de Jacobi pour les cubiques dans
Or les deux équations les cas particuliers qu’il n’a pas indiqués. Par
X3+ MyXy2 + Mpy3 + Mg+ myxy exertnpl_? 7, points parmi | es 8 poi nts don?és
+Mgy2 + Mgx + Moy + Mg = 0 sont situés sur une méme conique, les
S cubiques passant par ces 8 points sont-dégé
et nérées, car sinon une cubique et une conique

X2y + P2 + poy3 + P + paxy se coupent en au plus 6 points (voir annexe).

+ Poy? + PeX+ P7y + Pg = 0 Toutes les cubiques passant par les 8 points
ont n2, soit 9, racines simultanées (B). Donsont donc réunion d’une droite et de la
toutes les cubiques passent par un méme conique contenant les 7 points. Elles ont donc
neuviéme point une infinité de points communs.
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nombre de points nombre de cubiqu<1s
8 points infinité de cubiques passant toutes
4 points quelconques n’étant pas alignés par un méme neuvieme pojint
7 n’étant pas sur une méme conique

8 points

4 points étant alignés infinité de cubiques dégénérges
7 étant sur une méme conique

9 points

cas particulier ou le neuvieme point est celui infinité de cubiquep
défini par les 8 autres

9 points

cas général une seule cubiqye

remarque (dans le cas ou on se donne 9 Exemples de cubiques passant par 8 points.
points) :
Prenons 8 points, par exemple :
On doit résoudre un systeme linéaire a 9
équations et 10 inconnues. Dans le cas-géné  A(0, 0),B(1, 0),C(0, 1),D(2, 0),
ral les inconnues s’expriment toutes en fonc E(-2, -1),F(-3, -3),
tion de 'une d’entre elles, qui peut étre libre G(4, 2),H(5, — 2).
ment choisie. Mais cela ne donne qu’une
seule cubique, car en changebnon obtient Avec un peu de temps nous finissons par
des codfcients tous proportionnels aux prérésoudre le systeme et nous trouvons toutes

cédents, donc la méme équation. les courbes d’équatiomf(x,y) +bg(x,y) =0
ou a et b sont des constantes quelconques et
ou :

f(x, y) = 27x3 + 1172y3 — 392x2y + 54 xy2
— 81x2— 1208y2 + 802xy + 54x + 36y

g(x, y) = 21 x3 + 576 y3 — 196 x2y + 2 xy?
— 63%x2—564y3 + 426xy+ 42x— 12y.

En tracant les courbes avec un logiciel
(Maple), d’abord une grande satisfaction,
elles passent toutes par les 8 points prévus,
puis une déception, nous n’arrivons pas a
trouver le neuvieme point d’intersection.
Pourtant il existe bien ...

En demandant a Maple de résoudre le syste
me, on trouve que le neuviéme point est un

des huits précédents, le point D, qui est un
point double (toutes les courbes ont méme
tangente en ce point).
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(a b)=(1,0),

(a! b) = (21 _1)1

(@ b) = (576, 172).

Annexe : intersections de courbes.

Nous utilisons sans plus de démonstration le
fait qu’un polyndme de degré n a au plus n
racines.

Une conique non dégenérée et une droite
ont au plus deux points d’intersection (et :
une cubique non dégénérée et une droite
ont au plus trois points d’intersection).

En efet soit une droite d’équation=ax + b,

si nous remplacong par ax + b dans 'équa
tion de la conique (respectivement : de la
cubique) nous obtenons une équatiorx ele
degré 2 au plus (respectivement : de degré 3
au plus) donc 2 (respectivement : 3) points
d’intersection.

Le cas particulier survient lorsqu’en rempla
canty parax+ b, on obtient 0 = 0. Cela signi
fie que toute la droitey = ax + b es inclue
dans la conique (respectivement : la cubique).
Celle ci est donc dégénérée, ¢’ est-a-dire
réunion de deux droites (respectivement :
réunion d’'une droite et d’'une conique).

Deux coniques distinctes non dégénér ées
ont au plus 4 points d’intersection.

Considérons le systéme

r ax2+by2+cxy+dx+ey+f=0
adx2+by2+c xy+d x+€y+f =0

En éliminant les termes e®&, on trouve

X P1(y) + Py(y) =0,

P, et P, étant des polynémes de degré res-
pectivement 1 et 2 de la varialyle

En remplagant ensuitepar P,(y)/P,(y) dans
une des deux équations de coniques et en
réduisant au méme dénominateur, on trouve
une équation de degré au plus 4, d’inconnue
y. Or un polyndme non nul de degré 4 au plus
a au plus 4 racines.
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Une conique et une cubique non dégéné Remarque pour les puristes : on peut ne pas
rées ont au plus 6 points d’'intersection. écrire X avec un dénominateur (qui pourrait
s’annuler). Il sufit d’écrire :

(£)? (Qox?+Qyx+Qy) =0

Considérons le systeme :

‘ ax3 + by3 + cx2y + dxy?2 + ex2 + fy?2
+gxy+hx+ky+i=0 et de remplaces, x parS;.

ta’ x2+by2+c xy+d x+€y+f =0 peyx cubiques distinctes non dégénérées
ont au plus 9 points d’intersection.

Nous prenons par la suite, pour simplifier Considérons le systéme
notation suivanteP;, Q;, R;, etc ... désignent

des polyndmes ende degré (au plus). ax3 + by + ox2y + dxy2 + ex2 + fy 2

Le systéme s'écrit +gxy+hx+ky+i=0
ax3+by3+cx2y+dxy2+ex2+fy2
rPox3+P1x2+P2x+P3=o +gxy+hx+Ky+i =0

2 + + =
Qx5+ Qux+Q =0 Nous prenons la méme méthode :
En combinant ces équations (Pg x x x (22"
ligne) — Qg x (1°°ligne)) pour éliminer le
terme ernx3, et en posant : "

Pox3+Pyx2+ P, x+P3=0
Ry =Py Q;—Qp Py, 0 1 2 3
Ry = Po Q2= Qo Py, ‘QP'OX3+P’1X2+P’2X+P’3=0
R3=-QoP3,

Le systéme s’écrit

En combinant ces équatiorf3,(x (2™ ligne)
— P x (1% _Iigne)) pour éliminer le terme
enx3, on obtient

on obtient
"R1X2+R2X+ R3=0

\Qox2 + Qux+ @ =0

"P0X3+P1X2+P2X+P3:O

En combinant & nouveau ces équatidiisx
(2zmligne) —Qq x (1*<ligne)) et en posant : 5, Qx2+Qx+Q =0
S =R Q1 = Qo Ry, En - oy
_ combinant encoregy x (1°°ligne) —x %
$ =R Q;-QgRy, -~

Pg % (2°™ligne)), en supposant d'ailleurs que

on obtient ¢ S,x+S3=0 (_31 ne s ann,ule pas pour les points d’intersec
tion cherchés, et en posant
X2+ x+Q =0
~|Q° Qux+Q Ry =Q1P1—PyQy,
R3= Q1 P2—Po Qy,
On tirex = — S3/S; et en remplagant dans la R, =Qq P3,
deuxiéme équatioxipar cette valeur : .
on obtient r
Qo ($)2-Q1$, S+ Q2 (S)?=0. Rox2+R3x+R4=0

5;Q1X2+Q2X+Q3 =0

Ainsi y doit obligatoirement étre racine d’'un
polynéme de degré au plus 6. Donc il y a au
plus 6 valeurs de y, donc au plus 6 points En combinant (R, x (2™ ligne) — Qq x (1°°
d’intersection pour les deux courbes. ligne)) et en posant ...
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=Ry Q- Q1 R,
S=RyQ3-Q1Ry,
on obtient|

' Syx+S5=0
\Qu X2+ Qo x+ Qs =0

On obhtient donc finalement

-_Ss
X s,

et

w2=_ 2S5 =S
Q1S4
_ QBR3—QRy
Sy

et donc §5)2=5,(Q3R3—Qy Ry).

Ce polynéme semble étre de degré 10, mais
avec un peu de courage, en remplaGyret
S5, on obtient : (Ry)2(Q3)? + (Q1)2(Ry)?
— 2 RyQ3Q1Ry — RyQuQ3R3 — Ry(Q2)?Ry
~Q1(R3)?Qz + Q1R3Q:R, = 0.

CommeR, = Qq P3, tous les termes o1
en facteur sauf (Ry)? (Q3)2 — R, Q, Qg Ra.
Remplacon®, et Rg par leurs valeurs, on a :

(Ry)%(Q3)2 — RyQQ3R5 =
RyQ3(Q1P1Q3-PQ,Q3-Q,Q1P>+Q,PQ3)
=RyQ3Q1 (P1Q3 —P2Qy).

Ainsi le polynéme de degré 10 est produit de
Qq, (qu’'on a supposé non nul) par un polynd
me de degré 9. Donc il y aurait au plus 9
valeurs de y, donc 9 points d’intersection
pour les deux cubiques.

(PS : cette démonstration est un peu fasti-
dieuse, il reste de plus a étudier le cafpu
Sannule. Si quelqu’un peut démontrer plus
simplement que deux cubiques se coupent
en 9 points, qu’il nous envoie la solution !)
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