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Fragonard de I'lsle Adam — découper un
cube

Peut-on découper un cube en un nombre fini
de cubegous inégauxet dont les faces soient
paralléles aux faces du grand cube ? C'est a
ce sujet que Nous nous sommes intéresses
cette année. Si un tel cube existe, on le nom
mera « cube parfa#. En supposant que cela
soit possible, les faces de ce cube seront donc
des carrés découpés en un nombre fini de car
rés, dont les c6tés seront paralléles a ceux du
grand carré, sans superposition et tels que
leurs longueurs soient des nombres entiers

tous inégaux: on arrive alors a la notion de

« carré parfaib.

Pour résoudre ce probléme, nous avons-com
mencé par quelques remarques concernant un
carré parfait ; ce qui nous a permis de conclu

Découpage d'un cube en un nombre fini de cubes tqgs quant au probléme de I'existence du cube.

inégaux.
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Mais le probléme du carré parfait n’est pas
résolu pour autant. Nous allons vous faire
part de notre tentative pour approfondir cette
recherche. En particulier, nous avons essayé

de construire des carrés parfaits.

Un aspect géométrique.
Structure du carré parfait

Nous avons démontré tout d’abord glens
un carré parfait, le plus petit carré ne peut
étre placé ni sur un coin, ni sur un bord.
[NDLR : il y a forcément un seul plus petit
carré —relire le sujet.] En dét, considérons
un carréABCD (figure 1a.). Supposons que
AHE B AEFG_soit Ig
plus petit carré
Gk placé sur un
coin du grand
carré. [Un autre
carré, de coté
El, contientEF

H sur son bord.]
Le rectangle
D c FGHI ne peut

Figurel.a. contenir que

des carrés de
c6tés plus petits ; aloBEFG ne serait pas le
plus petit carré.

[Un raisonnement analogue montrerait que le
plus petit carré ne peut pas non plus étre situé
au bord (figure h.).]
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A B La face supérieure de ce petit cube est donc
aussi un carré parfait dont le plus petit carré
est aussi face d’'un cube plus petit, élevé sur

El e | le précédent (figure 2). [Ce nouveau cube est

:. également entouré de murs plus hauts que

L H i lui.] On obtient ainsi une suite de cubes de
plus en plus petits, dont les cotés sont des
entiers. Il faut que cette suite de nombres
entiers s’arréte a un moment. [NDLR. Le-rai

D sonnement pourrait maintenant se conclure

Figure 1b.C de la maniére suivante : la suite s arréte
nécessairement a la face supérieure du cube
On en conclut que dans un carré parfait, le (sinon elle continuerait) ; le dernier cube est
plus petit carré doit étre placé a l'intérieur dentouré de cubes plus gros que lui, ce qui est
celui-ci mais il ne doit pas toucher les bordanpossible. Les éleves ont préféré obtenir
ni les coins du grand carre . une contradiction en montrant que la suite se
termine a l'intérieur du cube ...]
Existe-t-il un cube parfait ?
Or le plus petit carré sur un carré parfait est
Revenons au cube parfait. Nous nous de c6té c, inférieur a la moitié du coté du
sommes basés sur le raisonnement de Brogkand carré donc on obtient une “ tour” de
en 1940 que nous avons trouvé dans le magabes dont les c6tés sont chacun inférieur a la
zine “Tangente”(n°3, févriermars 1988) qui moitié du coté précédent (figure 3). La hau-
nous a beaucoup aidés. teur de cette tour est la somme des termes
d’une suite infinie.
Supposons que I’on dispose d' un cube par-
fait. On s’intéresse alors a une des faces, |
exemple: la face inférieure du cube. Cette
face est un carré parfait. Comme le plus pe
carré ne peut étre ni sur coin, ni sur un bor
il est forcément al’intérieur de la face. Par
conséquent I@luspetitcube qui repose sur
cette face [, sur ce carré] est aussi a l'inté
rieut il est donc entouré de “murs’ [plus
hauts que lui].

Figure 3

La tour ainsi formée est donc toute entiére a
l'intérieur du cube et composée d’une infinité
de cubes: ce cube n’'est pas un cube parfait

car il N’y a pas un nombrini de cubes dans
la décomposition. Il n’existe donc pas de
cube parfait .

Figure 2

“MATh.en.JEANS” en 1997
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Retour au carré parfait. était parfait, c'est-a-dire découpé en un nom

Par contre le probléme reste entier pour les bre fini de cares dont les cotés sont paral-
les aux cOtés du rectangle, et dont les lon

< . . e
g?;esb?eaqr:?'gﬁ Tg%s Sg\\/’i(?\r/]:st?.l;'L‘e;tog?rsés'tgﬁeurs des cotés sont des nombres entiers
) ' J J tous inégaux, alors on pourrait obtenir un

quil en eX|ste,_et,|I en a donn,e, en 1.97,8’ r?;\_rré parfait. Cela serait possible a condition
exemple constitué de 21 carrés tous inégaux

c'est le plus petit carré parfait (figure 4.a.). ggiee rlﬁs g:: ﬁgﬁg:s Sgn:e:; rgqgng:gcgz
Nous avons essayé de trouver une méthode b 9 q9ap

: . . dans le carré.
pour obtenir un carré parfait.

Démache géométrique Nous savons qu’il est possible d’obtenir un

rectangle parfait car en 1925, un mathémati
Nous nous sommes rendus compte que cela ! B}
cien nommé Moron en a découvert un com-

v etait valable que pour certaines valeurs de 0sé de dix carrés tous inégaux (figure ¥,

c6tés, alors nous avons fait des essais (figtﬁ)re. 9 gure =,
P mals tous les rectangles ne sont pas parfaits

5). Nous avons constaté qu’en assemblant le

plus judicieusement possible des carrés, il

restait & combler “des trous” en forme de “L

(jonction de deux rectangles) ou en forme (

rectangle (figure 6). Si le rectangle restant
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Démarche algébriquéarithmétique ?]

Stéphane Labbé, le chercheur travaillant avec
s nous, nous a proposé une méthode afin

7 d’essayer d’obtenir un carré parfait et par la
méme occasion un théoréme ou une regle
pour le construire. Nous allons vous faire part
de cette méthode.

Auparavant, voyons |’ aspect numérique du
carré parfait.

les cotés et les ab

Définition — carré d’ordren.

Le calcul permet de relever un trait caracté-

Figure 6b. ristique de chagque carré parfait : la somme
des aires des carrés qui le composent est

En 1966, T.H. Willcocks a trouvé un carré égale a 'aire du carré qui les contient. Ce qui

parfait contenant 24 carrés tous inégaux, se traduit par

dont certains forment un rectangle parfait Z c? =c?

(figure 7). 1=

ou :

'nx1

* c appartient a I'ensemble des naturels

* ¢; appartient a I'ensemble des naturels

* c représente le coté du carré qui contient les
autres carrés de catg.

Un tel carré est appelécarré d’ordren ».

? L’emploi de nombres entiers uniquement se
justifie du fait qu’en multipliant des nombres

. - décimaux par un coefficient assez grand, on

: trouve encore des nombres entiers. De ce fait,
on ne peut inclure de nombres irrationnels

« dans I’ensemble des ci : la construction est
impossible car les carrés ne peuvent coincider
Figure 7. entre eux.

Nous pouvons conclure a I'existence de-cdExemple : 144 =81 + 36 + 16 + 9 + 2, d'ou
rés parfaits ; mais jusqu’a ce jour nous 122=92+ 62+ 42+ 32+ (V2)2. Mais :
n'avons pas eu la possibilité d’en trouver un. 9+4>12
6+4+/2<12
On constate qu’'il est impossible d’obtenirun ... ...
carré parfait constitué de 2, 3, 4 carrés, en | b d =<5
montrant que la juxtaposition de 2, 3, 4 carr%se..p us, on OLSEIVe que dans ceirass, or
de cotés différents ne peut donner un carré. vijvestijn a démontre que= 21.
Mais jusqu’ou peut-on aller ainsi ? On peut essayer de retrouver les cotés des
carrés qui le composent selon une méthode
dite de «décalage».

“MATh.en.JEANS” en 1997
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Méthode de décalage» Entier Carré Différence avec le carré
précédent
Principe. La méthode repose sur le principel 1 1
suivant : conserver toujours le méme nombre 4 3
de valeurs en supprimant un carré et en rajo 9 5
tant & la suite un autre carré. 4 16 7
5 25 9
On considére deux droites graduées dont 6 36 11
'une représente les cbtés des carrés et l'autré, 49 13
les aires respectives de ces carrés. 8 64 15
9 81 17
FonctionnementPrenons n = 21, c’'est-a- 10 100 19
dire un carré d’ordre 21, puisque c’est la plud 121 21
petite valeur possible. On a :
21 Notons querg+12 —n2=n2+ 2n+ 1 —n?
Z n?=3311 =2n+1.

Ainsi, la différence entre deux carrés
successifs, est toujours impaire. On voit

Or V3311 = 57,54 donc/3311 n'est pas un que : 58 — 3354 = 10, Or 22— 212 > 10 -

entier 232 - 222> 10. Comme il n’y a pas de somme
1 5 3 21 de carrés qui soit égale a%8lors, un carré
"""""""""""" d’ordre 21, de c6té 58 n’existe pas.
1 4 S T 441 Cherchons alors une somme qui soit égale a

592 selon le méme principe ... Cette méthode
On ne peut décaler en deca de 21 ; il faut s’avere longue et compliquéglus de temps
donc décaler vers le carré suivant qui est 58us serait nécessaire pour aboutir & un +ésul
so0it 3364. En décaant vers le haut, c’est-a& tat concret.

dire:
0 D+ — Plusieurs questions restent sans réponse :
i\ n B - » Ne pourrait-on pas trouver une meilleure
B méthode?
or 3354<3364. » En admettant que des données définissent
un carré parfait, la construction est-elle touw
Lo 20 21 22 jours possible ?

e Sj ¢’ 2
A |'étape suivante, deux choix sont Sicestle cas, par quel moyen °

possibles : soit passer de 20 a 21, soit de l22plus dur reste encore a faire

a 23, et pourquoi pas de 1 a 21 ou 23, voire

plus? C’est une simple question de méthodees carrés parfaits existent et répondent a des

en agissant de la sorte, on risquerait de-mantéres bien précis. Les cubes parfaits pour

quer un éventuel carré ; faire un décalage leur part n’existent pas.

progressif permet d’analyser toutes les possi

bilités. C’est en synthétisant le probleme et en Iassi
milant que nous sommes arrivés a cette

On peut trouver quel serait le meilleur décaéponse. Supposons que nous n’ayons pas

lage grace a un tableau récapitulatif qui eordécomposé le probléme complexe de départ

porte les carrés d’entiers successifs et la d#n éléments plus simples, nous n'aurions pas

férence entre deux carrés consécutifs. pu comprendre le probleme dans le fond.

“MATh.en.JEANS” en 1997
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Si on vous avait demandé « construisez un
cube parfait », l'auriez-vous fait ? Et si vous
aviez répondu « Mais c’est impossible! », ne
penseriez-vous pas que cette réponse soit pré
maturée ?

Les problémes simples ont souvent un com-
ment plus dificile a démontrer que le problé
me ne le laisse paraitre. Les problémes-com
pliqués se décomposent en probléemes
simples. Et on se demande toujours pourquoi
la réponse est pourtant simple.

— Pourquoi vous étes-vous intéressé a ce
probleme ?

— Et pourquoi pas ?

— Ce serait une réponse, mais c’est plus
compliqué !

[NDLR : Le plan est-il parfait ? Plus précisé
ment, peut-on découper le plan de maniére a
obtenir tous les carrés de coté entaracun
une fois et une seule ? Nul n'a de réponse a
cette question.]

“MATh.en.JEANS” en 1997



