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— nombres carrés, carrément bizarres
Certains nombres de pions peuvent se mettre en forme
carrée : 1=1×1, 4=2×2, 9=3×3, 16=4×4, 25=5×5 ,
36=6×6, puis 49, 64, 81, 100, 121, etc. On les appelle
des carrés parfai ts ou simplement des carrés. Q u e l s
sont ces nombres ? Par quels chiffres se terminent-ils ?
Comment les reconnaître ? En combinant des nombres
carrés (par addition, soustraction, etc) peut-on tout
exprimer ?

Le but de notre re c h e rche est de pouvoir
r e c o n n a î t re l es car r és par fai t s sans 
calculatrice.

Un carré parfai t est un nombre obtenu en
multipliant un nombre entier par lui-même.
Par exemple, 4 est un carré parfai t car 
4 = 2 × 2. 

Voici la liste des premiers carrés parfaits :

nombre 0 1 2 3 4
carré du nombre 0 1 4 9 16

nombre 5 6 7 8 9
carré du nombre25 36 49 64 81

nombre 10 11 12 13 14
carré du nombre100 121 144 169 196

1996 est-il par exemple un carré parfait ?

Nombre de zéros à la fin d’un carré.

On sait que 22 = 4. Mais on a remarqué que
202 = 400 ; 2002 = 40 000 ; … Le carré d’un
nombre se termine toujours par le double du
nombre de zéros à la fin du nombre.

Prouvons cette remarque : 

(a × 10)2 = a2 × 102 = a2 × 100. 

On ferait exactement la même chose en rem-
plaçant 10 par 100, 1 000, …

Un nombre qui  se termine par un nombre
impair de zéros ne pourra jamais être le carré
d’ un nombre. Par contre, i l  exi ste des
nombres qui se terminent par un nombre pair
de zéros et qui ne sont pas des carrés : 500
par exemple car 5 n’est pas un carré. 90 000
en est un car 9 = 32 et i l se termine par 4
zéros. C’est le carré de 300.

Etude du dernier chiffre.

Si un nombre est un carré parfait, alors il se
termine par 0, 1, 4, 5, 6, et 9. Aucun carré
parfait ne se terminera par 2, 3, 7 ou 8. Il suf-
f i t d’étudier les 10 cas possibles pour s’en
convaincre.
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dernier chiffre du nombre
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

dernier chiffre du carré
0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

Si le chiffre de uni tés du nombre est u, le
chiffre des unités du carré de ce nombre sera
le chiffre des unités de u2. Si par exemple un
nombre se termine par 3, son carré se termi-
nera comme le carré de 3, c’est-à-dire par 9.
Si un nombre se termine par 8, son carré se
terminera comme le carré de 8, c’ est-à-dire
par 4. Pour prouver une tel le affirmation, i l
nous a fallu expl iquer comment calculer le
carré de N.

Lien entre des carrés

Nous avions remarqué que chaque fois qu’on
compare le carré d’ un nombre avec celui
d’un autre nombre éloigné de deux rangs, on
doit addi tionner les nombres, les multiplier
par 2 et addi ti onner l e carré du premier
nombre avec le nombre obtenu pour aboutir
au carré de l’autre nombre. 

Par exemple, avec 4 et 6. On peut remarquer
que 16 est le carré de 4 et que 36 est le carré
de 6 ; 4 + 6 = 10, 10 × 2 = 20 et 16 + 20 = 36
qui est bien le carré de 6. 

Si a est un nombre entier, a + 2 est bien le
nombre éloigné de 2 rangs. Traduisons notre
remarque, on obtient : 

(a + 2)2 = [a + (a + 2)] × 2 + a2. 

Si  on calcule en développant (a + 2)2 o n
obtient :

A = (a + 2)2 = (a + 2) (a + 2)
A = (a + 2) × a + (a + 2) × 2

A = a × a + 2 × a + a × 2 + 2 × 2
A = a2 + 2 × a + 2 × a + 22

Est-ce bien la même formule ?

Pour mieux comprendre, nous avons utilisé
une représentation géométrique qui d’ailleurs
nous a permis de généraliser nos formules en
remplaçant 2 par b.

Sur ce dessin, on a dessiné un carré de 
côté a + b. Son aire est donc (a + b)2. La
figure se décompose en 4 morceaux et on a : 

(a + b)2 = a2 + a × b + a × b + b2.

Si  on modifie la disposi tion d’ un des rec-
tangles, on obtient :

La figure se décompose en deux morceaux :
un carré de côté a et un rectangle de largeur b
et de longueur (a + b) + a. On a : 

(a + b)2 = [(a + b) + a] × b + a2. 

Les deux formules sont donc parfai tement
équivalentes. Nous pouvons maintenant nous
en servir pour expliquer comment trouver le
chiffre des unités d’un carré.

Si N = A × 10 + u, alors N2 = (A × 10 + u)2.
On uti l ise l ’ une des deux formules précé-
dentes : (A × 10 + u)2

= (A × 10)2 + (A × 10 × u) + (A × 10 × u) + u2.
= A2 × 100 + 2(A × u × 10) + u2. 

Le chiffre des unités de N2 ne peut donc être
q u e celui  des uni tés de u2. C’ est pourquoi
notre tableau est correct.

b

b

a

aa2

a ×  b

a ×  b b 2

b

b

a

aa
2

page 30

“MATh.en.JEANS” en 1997



Ordre de grandeur

On cherche l ’ordre de grandeur du nombre
pour se rapprocher du carré parfai t. Par
exemple, prenons 3364. Le dernier chi ff r e
étant 4, on a le choix entre 2 et 8 comme der-
nier chi ffre du nombre. 3364 est compris
entre 2500 et 3600 qui sont les carrés de 50 et
de 60. Si 3364 est un carré, c’est donc forcé-
ment le carré de 52 ou de 58. Comme 3364
est plus proche de 3600 que de 2500, il peut
éventuellement être le carré de 58.

Avec 1996, on procède de la même manière ;
1996 est compris entre 1600 et 2500 qui sont
les carrés de 40 et de 50. 1996 serait alors le
carré d’un nombre compris entre 40 et 50.
D’après son dernier chiffre, ce nombre se ter-
minerait par 4 ou par 6. 1996 serait donc le
carré de 44 ou 46. 1996 étant plus proche de
1600 que de 2500, il serait le carré de 44. Or
442 = 1936 donc 1996 n’est pas un carré par-
fait.

Nous avions commencé à nous intéresser au
deux derniers chi f f res d’ un carré. Nous
avions remarqué par exemple que si on calcu-
le le carré des nombres à 2 chiffres se termi-
nant par 1 on a :

carrés remarques sur remarques sur
des les premiers l’avant dernier

nombres chiffres chiffre 
(en gras) (souligné)

112 =  121 1 = 12 2 = 2 × 1
212 =  441 4 = 22 4 = 2 × 2
312 =  961 9 = 32 6 = 2 × 3
412 = 1681 16 = 42 8 = 2 × 4
512 = 2601 26 = 52 + 1 10 = 2 × 5
612 = 3721 37 = 62 + 1 12 = 2 × 6
712 = 5041 50 = 72 + 1 14 = 2 × 7
812 = 6561 65 = 82 + 1 16 = 2 × 8
912 = 8281 81 = 92 + 1 18 = 2 × 9

Nous étions capables de prévoir quel  sera
l’avant dernier chiffre du carré d’ un nombre
de deux chiffres se terminant par 1. Pour cela,
il  suff i t de multipl ier par 2 le chi ffre des
dizaines et de ne prendre que les unités du
résultat. 

Nous ne savions expliquer pourquoi avant
d’ avoir établ i les formules que nous avons
démontrées. En effet, maintenant tout est
clair ; reprenons un des calculs précédents :
nous utilisons la formule 

(a + b)2 = a2 + a × b + a × b + b2

512 = (50 + 1)2 = 502 + 50 × 1 + 50 × 1 + 12

502 ne nous intéresse pas car c’est un nombre
dont le chi ff re des dizaines est 0 ; 12 non 
plus ; i l  reste donc 2 × 50. Comme on ne
s’occupe ici que des dizaines, cela revient à
calculer 2 × 5 ; on obtient 10 dizaines c’est-à-
dire 1 centaine et 0 dizaine. C’est bien le
résultat annoncé.

Réessayons avec 81 : 

812 = (80 + 1)2 = 802 + 80 × 1 + 80 × 1 + 12

802 ne nous intéresse pas car c’est un nombre
dont le chi ff re des dizaines est 0 ; 12 non 
plus ; i l  reste donc 2 × 80. Comme on ne
s’occupe ici que des dizaines, cela revient à
calculer 2 × 8 ; on obtient 16 dizaines c’est-à-
dire 1 centaine et 6 dizaines. C’est bien le
résultat annoncé et c’est ce qui explique aussi
pourquoi il faut ajouter 1 lorsqu’on cherche
le nombre de centaines (les chiffres en gras)
du carré.

On peut maintenant généraliser : si on veut
obtenir rapidement l’avant dernier chiffre du
carré d’un nombre s’écrivant d1 c’est-à-dire d
dizaines et 1 uni té, i l  suff i t de prendre le
chiffre des unités de 2 × d : (d1)2 = (d×10+1)2

= (d × 10)2 + d × 10 × 1 + d × 10 × 1 + 12

Le chiffre des dizaines de (d1)2 est donc bien
le chiffres des dizaines de 2 × d × 10 c’est-à-
dire le chiffre des unités de 2 × d.

Conclusion.

I l  nous a fal l u beaucoup de temps pour
construire des outils pouvant expliquer toutes
les observations que nous faisions en calcu-
lant des carrés. Mais maintenant que nous
possédons des formules général es, nous
sommes persuadées que nous pouvons encore
al l er bien pl us l oi n dans ce genre de
recherches. 
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