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1 1 « Combi -t-il
com blnatOIre aUtour de décon?ggslifiggsad’tuln entier
~ 13 ” i i itif
du probleme “007 rangés. dans Tae coisoant 2

par Mlle Hayet Melaz, Mlle Soizic Menguy
M. Patrick Michel, M. Florent Fournot,
éleves de "2 du lycée Paul Eluard de Saint

. [ ) 0+0+7 0+1+6 1+1+5
Denis (93) et Mlle Céline Kieffer, Mlle

Par exemple 7 ...

Dyhia GuengharM. Gabriel \imeux, éleves 0+2+5 1+2+4
de TS du lycée Jacques Feyder d’Epinay

sur Seine (93) 0+3+4 1+3+3
enseignants : MM. Yves Alvez, Alain Huet, 2+24+3

Nolwen Labbé-Poquet

Mme Gwenola Madec, M. Marc Anquetil se décompose de huit fagons en la somme

. . .., de trois entiers rangés dans l'ordre croissant.
chercheur : M. Francois Parreau, université

Paris 13 Si on noteR(n) le nombre de décompositions

coordination article : MELAZ Hayet C,le nen So.m me de trois entlers ranges oans
I'ordre croissant alors, par exempi/) = 8.
Compte-rendu de parrainage :
] , Ces décompositions forment des triplets
Ils se sont demandé de combien de fagons on peut

décomposer un nombre ou un chiffre en une sommedd%nt'ers positifsX, y, 2) qui verifient :
trois chiffres ou de trois nombres entiers positifs pris

en ordre croissantls ont trouvé une formule générale X<y<z et
pour décomposer un nombre, assez compliquée.

X+y+z=n.
Notre groupe a trouvé cet exposé un peu rapide, mais

le sujet était intéressant. (De plus, il sont passés | p . . .
du déjeuner alors l'attention que nous leur accordioﬂg_fouS avons classe ces triplets en trois catego

était relachée.) (... plaisanterie !) res :
Cn — “007" : nombres de somme fixée. 22, lestriplets (x, y, 7) de type 1...
Donnons-nous un nombre entier p. De combien de triplets possédant un O en premiére et

maniéres un nombre N (par exemple 007) peut-il

s’exprimer comme somme gaombres plus petits ? deuxieme position :

Cette question est typique de la “Combinatoire énumé x=0,y=0etz>0.
rative” qui cherche des relations systématiques entre

les nombres entiers apparai ssant naturellement dans .

les objets structurés finis. Les résultats actuels sont  * lestriplets (X, y, 2) de type 2...

notamment utiles pour évaluer des temps de calcul sur __. p , .
ordinateur, et pour mieux simuler le hasard. ... triplets ne possédant qu'un O en premiere

position :
x=0,y>0etz>0.

* lestriplets (x, Y, 2) de type 3...
... triplets ne possédant pas de O :

x>0,y>0etz>0.
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Entier Décompositions & nombreEntier Décompositions & nombre
consi- detypel detype2 de type 3total de consi- detypel de type 2 de type 3total de
déré décompositions déré décompositions
1 0+0+1 1 12 0+0+12 O+1+1  1+1+10
0+2+10 1+2+49
2  0+0+2 0+1+1 2 0+3+9 1+3+8
0+4+8 1+4+7
3 0+0+3 0+1+2 1+1+1 3 0+5+7 1+5+6
0+6+6 2+2+8
4  0+0+4 0+1+3 1+1+2 2+3+7
0+2+2 4 2+4+6
2+5+5
5 0+0+5 0+1+4 1+1+3 3+3+6
0+2+3 1+2+2 5 3+4+5
4+4+4 19
6 0+0+6 0+1+5 1+1+4
0+2+4 1+2+3 13  0+0+13 O0+1+12 1+1+11
0+3+3 2+2+2 7 0+2+11  1+2+10
0+3+10 1+3+9
7  0+0+7 0+1+6 1+1+5 0+4+9 1+4+8
0+2+5 1+2+4 0+5+8 1+5+7
0+3+4 1+3+3 0+6+7 1+6+6
2+2+3 8 2+2+9
2+3+8
8 0+0+8 0+1+7 1+1+6 2+4+7
0+2+6 1+2+5 2+5+6
0+3+5 1+3+4 3+3+7
0+4+4 2+2+4 3+4+6
2+3+3 10 3+5+5
4+4+5 21
9 0+0+9 0+1+8 1+1+7
81:2;% ﬁgig (_)n peut noter qu’il N’y a qu’'une décomposi
0+4+5 1+4+4 tiondetype1l: 0+ 0 .
2+2+5
gigig 1, Lenombre de décompositions de type 2 est le
nombre de fagcons de partager n en deux
10 0+0+10 0+1+9 1+1+8 entiers (I'ordre ne comptant pas). Nous avons
0+2+8  1+2+7 observé que ce nombre de décompositions
giiig ﬂf’lig est égal a la patie entiere de la fractionn/2
0+5+5  2+2+6 (on la noteE(n/2)). Démontrons ce résultat :
%+3+5
84344 14 ﬁo'lat\I é(?éy, 2) une décompositiode type e

11 0+0+11  0+1+10 1+1+9
0+2+9 1+2+8
0+3+8  1+3+7 donc
0+4+7 1+4+6 y+y<z+y
0+5+6 1+5+5 d’oul

gigig 2y<nety<n/2.

2+4+5

3+3+5 Ory>0doncy 0{1, 2, ...,E(n/2)} :ily a

3+4+4 16 exactement E(n/2) possibilités pour y.
Comme z=n -y il y a donc exactement
E(n/2) possibilités pour le triplet (§, z) d’ou
exactemenE(n/2) décompositions du second
type de I'entiemn.

y+z=netO<y<z
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Le nombre de décompositiodss types 1 et Réciproquement si (U, v, w) est une décom
2, que nous noteror&n), est donc : position den — 3. Alors
A(n) =E(n/2) + 1. u+v+w=n-3
et Osusvsw
Sinest pairil s’écritn=2poup ON.

A(n) =p + 1 doncA(n) = (/2) +1.

donc

l1<u+l<sv+1lsw+1
etu+1)+{+1)+Ww+1)=n

Donc ((u+ 1), (v+ 1), (w+ 1)) est une
décomposition de.

Sinest impairil s’écritn=2p+ 1 oup O N.

An)=p+1=(D+2)2
doncA(n) = (n+1)/2.[1]
Toute décomposition den — 3 correspond a
Dans le tableau ci-dessous, nous avons +épgare décomposition de type 3 dest réciproe
torié le nombre de décompositions de chaggeement. Donc le nombre de décompositions
type et le nombre total de décompositions. de n de type 3 esR(n — 3). On obtient ainsi

une premiere formule et donc une premiere
Entier nombre de décompositions & nombrgnéthode de calcul qui est :
consi- detype detype detype total de

dere 1 2 3 décomposF\i)t(ioSB R(n) =A(n) + R(n—3)
n
1 1 0 0 1 R(n) =E(n/2) + 1 +R(n-3).[2
5 1 7 0 5 (n) = E(n/2) (n—3).[2]
2 % % % 2 Sinest pairR(n) =n/2 + 1 +R(n — 3). Sin
5 1 2 2 5 estimpar R(n) = (n+1)/2 + R(n — 3). Nous
6 1 3 3 7 obtenons:
g 1 3 4 2(3)
1 4 5 1
% 1 4 g 12 R@)=1
1 1 5 14
% 1 g 18 18 R(2)=2
1 1 1 1 _
13 1 6 14 21 R@)=3
1 1 ! 1 23 R@)=1+E(4/2) +R(1)
16 1 8 21 30 -
15 1 g % 1 gs R(5)=1 +E(5/2) +R(2)
1 1 7 7 =
19 1 3 20 20 R(6)=1 +E(6/2) +R(3)
20 1 10 33 44 R(7)= 1 +E(7/2) +R(4)

=2 +E(7/2) +E(4/2) +R(1)
Nous avons constaté que le nombre de
décompositions de type 3 de I'entier n est ~ R(8)= 1 +E(8/2) +R(5)
égal au nombe total de décompositions de =2 +E(8/2) +E(5/2) +R(2)
I'entier n—-3. R(9)= 1 +E(9/2) +R(6)

=2 +E(9/2) +E(6/2) +R(3)

R(10)= 1 +E(10/2) +R(7)

Nous allons donc le démontrer :

Soit @, b, ¢) une décompositiode type 3de = 2 +E(10/2) +E(7/2) +R(4)
n. Alors a+b+c=netl<a<b<c. Donc =3+ E(10/2)+ E(7/2)+ E(4/2) + R(1)
(@=1),0b-1),€c—-1)) verifie:
- — —1)=n— R(11) = 1 +E(11/2) +R(8)
(@-1)+b-1)+€-1)=n-3 —
et 0<(a-1)< (b—1)< (c— 1) = 2 +E(11/2) +E(8/2) +R(5)

=3+ E(11/2) + E(8/2) + E(5/2) + R(2)
C’est donc une décomposition ae 3.
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D’aprés les exemples précédents nous avdérendons explicite la formule [2] en effec
remarqué que, poum=4 : tuant la division euclidienne depar 6 :

* Sin-1 est un multiple de 3, alons= 3c + 1 n=6xp+k
(avecc entier naturel), et *Sin=6xp+ket3<ks<b, alors &k-3<2.

R(n) = (n-1)/3 _
+ [E(V2)4E((-3)/2)+... E(ar2)] R = E(6p+k)/2) + 1 +R(Bp+k-3).
+R(1) R(n) = 3 + E(2) + 1
* Sin-2 est un multiple de 3, alons= 3¢ + 2 + E(6ptk=3)/2) + 1 R(6p+k-6)
(avecc entier naturel), et R(n)=3p+EkK?2) +1
R = (v-2)/3 +3p + E((k=3)/2) + 1 +R(6(p-1) +Kk)

+ [E(n/2)+E((n—=3)/2)+...E(5/2)] Orket k- 3) n'ont pas la méme parité donc,

+R(2) d’'apres[1] :

» Sin est un multiple de 3, alors= 3c + 3 soitE(k/2) + 1 +E((k—3)/2) + 1
(avecc entier naturel), et =k/i2+1+ (3)+1)/2 =k;
R(n) = (n-3)/3 soitE(k/2) + 1 +E((k—3)/2) + 1
+ [E(n/2)+E((n=3)/2)+...E(6/2)] = (k+1)/2 + (=3)/2 + 1 =k.

+R(1)

DoncR(n) = 2x 3p + k + R(6(p—1) +k)
Démontrons cette derniére formule par récur =

rence pour n = 4 (la démonstration est du R(n) = 2(6q +K) + R(K).
méme type pour les deux autres formules). V=

* La formule est valable pouar= 6. Commek < 5,R(k) =ket on a

» Supposons que la formule est valable pour 2(6q +Kk) = 6§q + ik

tous les entiers multiples de 3 compris entre 6 0= F F

et I'entierk multiple de 3 ; montrons qu’alors =

elle est vraie pour I'entigf + 3. etiq = (p(p + 1))/2, donc :
q:

La formule est vraie pokmultiple de 3 :

R(K) = (k-3)/3 i(eq +K) = 6(p(p+ 1)/2 + pk
+ [E(K2)+E((k=3)/2)+...E(6/2)] &
+R(3)

Or d’apres la formule [2] :

D'ou R(n)=3p(p+ 1) + pk+ k. Etdonc :

RN =P+ 1)E+k [3]
R(k+3) =E((k+3)/2) + 1 +R(k) gquandn = 6p+ k avec3<k < 5.

D’ou

R(k+3) = E((k+3)/2) + 1 + k-3)/3
+ [E(k2)+E((k-3)/2)+...E(6/2)]

*Sin=6xp+ketO<k<2, alors & k+3<5.
R(n) = E((6p+k)/2) + 1 +R(6p+k—3).

+R(3) R(n) = 3 + E(k2) + 1 +R(6(p-1) +k + 3)
Comme 1 +K-3)/3 =k/3: Or 3<k+ 3<5. Donc, d'apref?],
R(k+3) =k/3 + R(n)=3p+E(k/2)+1H (p—1)+1(3(p-1)+(k+3))
EEé((l;;B)/Z)E(kIZ)+E((k_3)/2)+'”+E(6/2)] R(N) = 30+ E(KI2) + 1 +p(3p + K).
La formule est donc vraie polr+ 3, elle est R(n) =E(k/2) + 1 +p(3p+k + 3) [4]
donc vraie pour tous les multiples de 3. quandn=6p+k avecO0<k<2.
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R(n) =p(Bp+k+3)+1 sik=0ouk=1. On peut généraliser cette décomposition a la
R(N) =p(3p+5) +2 sik=2. somme de 4 entiers, 5 entiers, r entiers
et conjecturerque le nombre R,(n) de
Nous avons donc, d aprés les formules [3] décompositions de n en somme de r entiers
et[4] : positifs rangés dans I'dre cloissant a pour
ordre de grandeur n a la puissance r — 1.

n=6p  RED=F2+3Pprl

donc:
R(N) = (1/12n2 + (1/2)n + (1)

n=6p+1 REp+1)=32+4p+1

donc:
R(N) = 1/12n2 + (1/n + (5/12)

N=6p+2 RBp+2)=3?+5p+2

donc:
R(N) = (L/12n2+ (1/2n + (8/12)

n=6p+3 R6p+3)=p+1)(Pp+3)
R(6p+3) =32+ 6p+ 3
donc:
R(n) = (1/12)a + 3)2
R(N) = (1/12n2+ (1/2n + (9/12)

n=6p+4 R6p+4)=0+1)(P+4)
R6p+4) =32+ Tp+4
donc:
R(n) = (1/12)0 + 2)(n +4)
R(N) = (L/12n2+ (1/2n + (8/12)

n=6p+5 REP+5)=p+1)(3P+5)

R(6p+5) =32 +8p+5

donc :

R(n) = (1/12)a + 3)2
R(N) = (1/12n2+ (1/2n + (5/12)

Le nombre R(n) de décompositions d’un
entiern positif donné en une somme de trois
entiers positifs pris dans I’ ordre croissant
croit en 1/12 du carré den ; il vérifie :

11202 + 1/2n + 5/12< R(N) < 1712 + 1/2n + 1
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