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1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 3Meonardo Fibonacci, dit Léonard de Pise,
610, 987, 1597, 2584, 4181 ... était un mathématicien et homme d'affaires
. . . italien (1175-1240). Il importait les épices
SU|teS de FIbOHaCCI d'Orient et en méme temps les connaissances
mathématiques.
par Renaud Richard, Gregory Kron, Pierre-
Henri Desportes, Mathieu Verlier Bertrand La suite de Fibonacci est une suite de
Bourcier Grégoire de Loubens, Benjamin nombres, notés F,,, qui se calculent de la
Sevin, Julien Codron, éléves de 1°S des facon suivante :
lycées La Fontaine et Bioh de Paris
* le premier nombref4, est égal a 1,
enseignants : Mmes et MM. Biscarat, e le deuxieme nombré,, est égal a1,

Gaudemet, Lattuati et Moscovici. * le troisieme nombre, F3, est égal ala
somme dé~; etdeF,:F3=1+1=2
chercheur : MGilles Godefroy *Fyestégal &, +F3, doncF,=1+2=3

*Fg=F3+F;=2+3=5
'F6=F4+F5=3+5=8

+ de la méme fagork; = 13,Fg =21 ... De
facon générale :

sujet : Fi=1F,=1letF ., =F 1+ F,

Suite de Fibonacci : Nous présentons quelques-unes des trés nom
breuses propriétés de cette suite.
X0=0,% = 1 etXy42= X 41+ Xy
aspects arithmétiques
avecndansN.
Proposition 1 : Deux termes consécutifs de
Montrer que sn divisek, alorsx,, diviseXx,. la suite de Fibonacci sont premiers entre eux.

Montrer que pour que,, soit premieril faut Preuve: Admettons que deux termes conse

quep soit premier Trouver la proportion descutifs admettent un diviseur commadnalors

X, (p premier) qui sont des nombres premierpar |a relation de double récurrence de la
suite, le terme précédent admet awbspour
diviseur En efet :

Foer=Fnt+ Fog
e dxa=dxb+F,
= Fp1=dx(a—Dh).

En réitérant cette opération, on démontre que
tous les termes précédents sont divisibles par
d donc en particulieF, = 1. Or 1 n'est divi
[NDLR : certaines preuves données par les sible que par lui-méme. d ne peut donc étre
éleves auraient di étre émaillées de quelques 1, et par la-méme, deux termes consécu
rectifications ; nous avons préféré ne pas léfs sont premiers entre euxc.q.f.d.
donner plutét que de risquer d'obtenir un
résultat peu homogéne et sans doute pas fFésmule utile :
éclairant pour le lecteqr Fn=FoX Frpei* Fo1 X Frp
pour toutn et toutp deN* tels quep < n.
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Proposition 2: Fo divise F, si et seulement Cependantla réciproque est fausse : effeef

sip divisen.

Preuve: [Il suffit de la donner poup #n; la
démonstration se fait en deux étapes.]
* Sipdivisen, FydiviseF, ?

37 est premier maiB3; = 24157817 est divi
sible par 73. [NDLR : lequel 73 ne peut donc
pas étre urfr,, bien say

Si I'on considere la division euclidienne par

Sip divisen, p<netkp=ndou, daprés lan, n 0N, A" désigne I'ensemble des nombres

“formule utile”,

Fn=Fp=Fp* F1)p+1 + Fp-1 X Fae1)p
soit :

Fn=Fp X Freip+1
+Fo 1% (Fp X Freopr1 + Fp-1* Faeoyp)

admettant le méme reste gAedans la diw
sion euclidienne pan.

[NDLR : Les éléves démontrent le résultat
suivant ...]

Pour toutAetBdeN, A'+B' = (A + B)'

et ainsi de suite, on réitére la méme opératipdDLR, suite : ... c'est, avec d'autres nota-

sur le dernier terme F_g), jusqu'a obtenir
Fp- On peut alors mettre Fj, en facteur
dansF,,.

» Réciproque :
si FpdiviseFy, alorsp divisen ?
1°) d'apres la “formule utile”,
Faip=Fp XFar1 +Fp_1%Fa

d'otF ., OF, =F, OF, [NDLC :nOm

désigne le plus grand diviseur commun aux

deux nombres n et m.] En effet, soit d un
diviseur commun a F,,, et a F,.

Nécessairement F, admet aussi d comme
diviseur car F,, 1 et F, sont premiers entre

eux et donc F ., ne peut admettre d pour
diviseur[NDLR : ainsi, tout diviseur com-

mun aF,,, et aF, divise aussF, etFy ;

reste a voir qu'un diviseur dg, et Fy divise
forcementF,,, etF,...]

2°)n=pqg+r doncp divisen ssir = 0.
[On suppose r = 0 et on utilise la formule

Fop UF4 =F50OF, aveca =r etb=qp, et
donca+b=pg+r=n:]

FoOF,=F, OFgp

Or, F, divise F donc Fy OF, = F,. On a
alorsF, U Fgp = Fp, doncr < p ety divise
F, [mais F, est supérieur a F;] d'ou contra-
diction. Doncr = O et :p divisen.

Corollaire : SiF, est premigralorsn = 4ou
n est premier.
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tions, un des résultats décrits page 148, a
laquelle nous renvoyons le lectdur

Dans la suite de Fibonacci, on a donc :

(Fr1+Fp2 =Fn1 +Fpo

soit :
Fn' =Fn1 +Fpo ()

Proposition 3 : Soitd [J Z, il existe une infi
nité de termes de la suite de Fibonacci-divi
sibles pad.

Preuve : |l existe d restes possibles si I'on
considere la division euclidienne mhrDonc,

si I'on considere les couples d'ensembles de
type F,', Fhe1), il existed? couples distincts.
Or, il existe une infinité de termes dans la
suite E,).il y a donc répétition d'au moins un
couple dans led? + 1 premiers couples.

Soit (_Fp', Fo+1) le premier couple_é se r\épéter
et soit (F,', Fh+1) le couple qu'il répete.
Supposons que ce premier couple a se répéter
soit différent de (0, 1), on a:

Fp =Fn et =Fpu
donc

Fp+1| _ Fpl - Fn+1| _ Fnl

donc, d'aprés (*) Fp_1 = Fp_1. Il y a donc
répétition de (F,_q', Fp') donc le couple
(Fp, Fo1)) n'est pas le premier a se repgeter
ce qui contredit I'hypothese.
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L'hypothése etait donc fausse et le premier Pour travailler sur cette figure, on a pris un
couple a se répéter est le couple : (0, 1). Il yepére orthonormé. On a pu ainsi remarquer
donc un multiple de d dans les d2 + 1 pre- que l'angleB qui séparait deux droites reliant
miers termes de la suite de Fibonacci et, les milieux de carrés successifs tendait vers
d'aprés lpropriété 2[NDLC : ce qui suit est /2. Pour démontrer cela, on a pris les eoor
a lire en retenant sa respiration ...] il y a urdonnées de ces vecteurs ; €djtle centre du
infinité de multiples de d correspondant aux n®™ carre, on a O4(1/2, 1/2) ;04(3/2, 1/2) ;
indices multiples de l'indice du premier mulOz(1, —1) ; O4(-3/2, =1/2) ; ... On calcule

tiple ded. donc 0J0304,040g puis 00,405,050 et
ainsi de suite ... De 14, on remarque que
aspects asymptotiques l'angleB tend vergv2 quandn croit.

On remarque aussi, qles centes des caés
sont alignés alternativementir deux doites

On a vérifié pour les neuf premiers carrés

gue les points éaient effectivement alignés

sur deux droites d'équations respectives :
X—3=0etX+y+2=0. On démontre que
ces deux droites sont perpendiculaires. Nous
avons tenté sans succes de généraliser ces
propriétés.

[NDLR : les éléves donnent ici de fagon un
peu abrupte quelques résultats classiques ;
pour plus de détails sur ces réaultats, le lec-
teur pourra consulter avec profit la partie
Suites récuentesde I'excellent petit livre :

A. |l. Markouchévitch, Quatie cours de
mathématique&ditions Mir, © Moscou
1973.]

Formule de Binet ; \

F,= 1 (1+V5)" 1 f1-y5)t
50 2 5 2

_ 71 _ \/g n-1

Dans la formule de Binet, { 2 tend

vers 0 quand tend vers l'infini, don&, est a

l'infini équivalent él‘l +5)-L-
5 2

Le rapport de deux termes consecutifs de la

suite de Fibonacci a pour limite a I'infini \\

1+y5 Quiestle nombre d'or

2

la spirale

On prend, au départ, deux carrés de coté 1.
On forme, ensuite, un carré de cété = la \
somme des deux carrés précédents. On a ainsi
construit 6 carrés. On relie ensuite les centii@éar contre, on déduit facilement de la figure
des carrés successifs. On obtient, alors, une ci-avant que I'on a :

irale. Finalement, on relie les centres des _
igrrés “alignés’. Cette figure est une repré- Fi2+ P+ Bt B+ By = F X Foug
sentation de la suite de Fibonacci. ... la somme des aires des différents carrés
Effectivement, la longueur du c6té du ne™ est égale au produit du cété correspondant au
carré est égale a la somme des deux précé nemcarré et de celui du suivant.
dentes soit F,.» = F+q + F, avecF,; = 1,
F, = 1, ce qui est aussi la relation de recur
rence de la suite de Fibonacci.
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Les rencontres avec la suite de Fibonacci Dans un pentagone régulier étoilé, on
dans la vie plus courante. démontre que, par exemple, le rapport de la
branche de I'étoile sur le c6té est 1/(2cos72°)
= 1.61803398875 ¢. On en déduit que l'on
passe d'un pentagone au suivant par une rota
Les plantes ... Que ce soit dans leur crois- tion de centre celui du pentagone, d'angle
sance ou dans leur répartition spatiale on 105, et un agrandissement de facteur ¢2.
retrouve la suite de Fibonnaci dans presque Aing, a partir du pentagone centra, le pro-
toutes les plantes. chain aura un coté de longueh# plus gran

de, sautant un terme de la suite de Fibonacci

e o et o ISl e ois ;par exemple : avec 1.
P ' eﬁtre, ensuite environ 3, 8, 13, 34 ...

sens des aiguilles d'une montre et l'autre dans
['autre. En comptant le nombre de spirales
dans un sens et dans l'autre, on s'apercoit
guelque chose de trés surprenant : tout
d'abord, on n'a pas le méme nombre de spi-
rales dans les deux sens. Et ces deux
nombres, sont deux nombres consécuitifs de 0 M1 M1
la suite de Fibonnaci. Sur les tournesols, on

On peut retrouver la suite de Fibonnaci un
peu partout dans la vie courante.

Lg triangle de Pascal... est construit selon
e . 2" P
un principe simple. Chaque terme est éga a
la somme du terme situé au-dessus de lui et
celui a gauche de ce dernier

] : 0 1 M2 M3
dénombre 21 et 34 spirales. Sur l'ananas, @n 1 1 M5 M8
retrouve aussi des spirales qui sonten génggal 1 2 1 M13M 21
au nombre de 3 et 5. Il en est de méme p@ur 1 3 3 1 M 34 M 55
la plupart des plantes. Notre groupe I'a, aingi, 1 4 6 4 1 M 89
vérifié sur les tulipes, les roses, les pommes 0 1 5 10 10 5 1
de pin. 0 1 6 15 20 15 6
0 1 7 21 35 35 21
Les fleurs... Sur la plupart des fleurs, l'anglgy 1 g 28 56 70 56
entre deux pétales successifs sur latigeest 9 1 9 36 84
égal a ¢ — 1) x 360° oud est le nombre d'or 0 1 10
0 1

Les batiments ... La plupart des béatiments
moyenageux sont construit selon le plan d'®i I'on additionne les nombres de chaque dia
rectangle dont la longueur vaut deux fois la gonale on s'apercoit ainsi que la suite formée
largeur En considérant alors la diagonale par ces sommes est la suite de Fibonacci. Ce
plus la largeur le tout divisé par deux, on qui est facilement démontrable : effective
s'apercoit alors que cela vaut le nombre. d'afent chaque diagonale est la somme des
C'est le cas de la cathedrale de Chartres. deux précédentes. D'aprés la propriété du
Triangle de Pascal, cela est vérifié pour

L e Pentagone . :
g toutes les diagonales du triangle.

... On retrouve
encore de nom
breuses fois le Problémes résolus par les éleves laissés a la
nombre d'or et réflexion du lecteur :

par consequent e« Soit I'ensemble composé des n nombres

la suite de entiers consécutifs allant de 1 a n. Combien
Fibonacci dans de sous-ensembles peut-on former sans qu'ils
le pentagone. contiennent deux nombres consécutifs ?

A partir d'un  nest un naturel non nul, combien de listes
pentagonecompostes uniquement de 1 et de 2 peut-on
régulier étoilé, on trace un autre convexe, fabriquer telle que la somme de leurs termes
puis un étoilé, etc. soit égale & ?
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