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polyedres
et formule d'Euler

par ... Deug A, Université de Marseille Il

enseignants et chercheurs : MM. Pierre

Arnoux et Christian Mauduit sommaire de l'articlg¢fleuve, NDLC]

p. 64 relation entre degrés, arétes et sommets

p. 65 formule 3 deg§ =2A
» démontration
» exemples illustrant cette formule

. . . . 66 relation entre faces, arétes et sommets
Au départ de notre projet, la relation entre | Sapparition de la formule d'Euler

polyedres et |les graphes nous a semble évi- remiére “démonstration”

dente. Un po_Iyedre S€ definissant a nosl Y mment compter le nombre de faces de
comme une intersection de plans dans l'es

. ; . B%Iyédres simples autrement ? (p. 67)
ce, il semblait logique, comme le montre

I'exemple du tétraédre, qu'un polyédre une
fois aplati, avec certaines précautions, reprgés
sente un graphe.

68 est-ce que tout squelette de polyédres
t planaire ?

p. 68 quelles sont les propriétés sur l'union de

Mais un nouvel objet, “le cadre’, ne corres- graphes planaires ?

pondait plus a ce que nous avions défini
comme polyédres. Il n'obéissait plus aux
mémes regles. De ce fait, de nouveaux pro-
blémes sont apparus. |l a fallu redéfinir les
propriétés sur les graphes et surtout classer

les pplyedres. De_ces prqblemes,_bfaaucouppc_i%3 démonstrations de la relation d'Euler :
questions ont surgi, ce qui a abouti a notre

ot L ssultats. bi . let * a partir du nombre cyclomatique (p. 73)
projet. Les résultats, bien quincomplets, sopg partir du cours (p. 77)
rendus dans les pages suivantes.

p. 70 récapitulatif et formule

p. 71 introduction aux polyédres platoniciens

p. 78 évaluation de la caractéristique d'Euler
dans le cas :
* collé par arétes (p. 78)

. L * collé par sommets (p. 81
[NDLR : ce long article est un témoignage P (p- 81)

intéressant sur un moment dans un travail 8?81 le cubicuboctaédre (petit)
recherche ou les idées voisinent avec les

outils du cours ; idées fraiches, cours récent,

il aurait été passionnant de voir se concrétiser

ce travail lors du moment fort que représe
le congrées MATh.en.JEANS mais les étu-
diant-e-s de Marseille commencaient alors
leur activité de recherche, qui se déroule au
second semestre universitaire.]

"ote pour les mots suivis d'une astérisque *
on trouvera des définitions en fin d'article
(p. 82). [NDLR : voir aussi le glossaire ...]
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relation entre degré, arétes et sommets Cherchons une relation entre le degré et
les arétes.
A
Considérons un tétraédée B, C, D dont cha
A cun des sommets est de degré 3. Comptons le
nombre d'arétes. Chaque sommet “part” avec
un degré 3. Une aréte relie deux sommets
entre eux. Partons dk; nous pouvons tracer
trois arétes (vers B, C, D), ce qui, une fois
B c tracées, enleve trois degrés a A (donc A est
désormais de degré 0). Les degré8d€, D
diminuent chacun de un, ils sont donc désor
Commencons par le polyédre le plus simplenais a deux. Il nous faut encore tracer deux
le tétraedre. Nous allons travailler a partir arétes .
d'un graphe ; il faut donc mettre le tétraédre
sous forme de graphe planaire*. Pour cela, Ok B, on va erC et D. B est donc désormais
sufit de I'aplatir, c'est-a-dire “d'écraser” son de degré 0. |l reste un degré pour D et C,
sommet A sur la base du polyedre (voir donc une aréte. Aprés cela, chacun des-som
figures ci-dessus). [NDLR : pour ne pas mets sera de degré 0. Au total, nous avons
superposer deux faces, il est utile “d'ouvrir” donc six arétes.
le polyedre avant de “I'écraser” : on supprime
la face ABC, on écrase D dans |'ancien Cherchons une autre méthode pour trouver le
emplacement de la fadBC; dans le graphenombre d'arétes. Pour cela, écrivons la matri
planaire, la face ABC se retrouve comme ce représentative du graphe planaire du
“face infinie”, extérieure au polygon&BC] tétraedre.
[voir 'article précédent, pages 55 a 62]

A B C D

0 1 1 1g A

1 0 1 10 B

H 1017 c
[NDLR : la “matrice” ci-contre est simple- (1 1 1 o0 D

ment un tableau, dans lequel un “1” indique
la présence d'une aréte entre les deux som- On remarque que cette matrice est symé-
mets concernés, et un “0” indique I'absence trique. Cela est di au fait que nous comptons
d'aréte. deux fois la méme aréte : par exemple, nous
Ainsi, la case de la colonne “B” et de la ligneomptons l'aréte qui lie A a B et celle de B a
“C” contient un “1” pour indiquer quil y a A. Or nous travaillons sur des graphes non
bien une aréte entre les somnigest C.] orientés, par conséquent ces arétes sont les
mémes. On en déduit alors que le nombre
d'arétes est représenté par la demi-matrice,
associée au graphe.

A B COD
o\l 1 1o A
0 O\l 10 B
H 1 0\ c
1 1 1 00 D
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Formule : Y degS; = 2A exemples illustrant cette formule
|

En tracant le graphe de plusieurs polyedres, Le tétraédre
nous en avons déduit une relation :
A nombre de sommets : 4
> degS§ =2A degré de chaque sommet : 3
! nombre d'arétes : 6
ou A = nombre d'arétes, deg § = degreé de
chaque sommet.

démonstration : démontrons cette formule
par récurrence.

remargues préeliminaires :

e quand on ajoute une aréte a un graphe, lom“papillon”

augmente le degré de deux des sommets ;

* on peut voir (d'aprés dessin) que le grapl 8 sommets de degré 3
représentant le tétraédre comporte 6 arétes. /\ 8 sommets de degré 4
7/ nombre d'arétes : 28

récurrence... Relation a démontrer :
Y deg§=2A
|

e La relation est vérifiée pour le tétraédre
(plus petit polyedre). En fett :

il_ deg§=3x4=12
=1 “A=6 Le cube

d'ou il_ degS =2A 8 sommets de degré 3
=1 nombre d'arétes : 12

» Supposons la relation vraie pour un grapt
comportant n sommets ; ajoutons aors a ce
graphe une aréte.

De ce fait, on augmente deux sommets de 1

en degré. D'olona: Le “Chapiteau”
> deg§ + 2 : le nombre de degré a augmen’” 1 sommet de degré 5
de 2 ;A+ 1:o0n aajouté 1 aréte au graphe. 5 sommets de degré 3

5 sommets de degré 4
hypothése de récurrence: Y deg § = 2 A; nombre d'arétes : 20

SdegS +2=2A+2=2(A+1).0n
obtient alors ¥ degS§ +2=2 @+ 1). \/

La relation est donc vraie.

On vient de démontrer par récurrence, la-rel
tion : \

IZdegSi =2A
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relation entre faces, arétes et sommets : fait apparaitre trois faces mais une face dis

relation d'Euler parait, donc on augmente le nombre de faces
de 2.

Jusgu'a présent, nous avons donc essayé de

trouver des méthodes pour compter le Exemple

nombre d'arétes. Intéressons-nous maintenant

au nombre de faces.

Gréce a plusieurs exemples, nous avons tiré
une relation :

F=A-S+2

oU A = nombre d'aréte§ = nombre de som
mets,F = nombre de faces.

remarque
Tout ceci démontre donc la relation d'Euler
En fait, cette relation est la relation d'Euler d'une certaine fagon.
qui n'est pas vérifiée par tous les polyedres
(seulement pour les polyédres eulériens*). [[SDLR :
récurrence que nous avons tenté de faire, a S'il sagit de démontrer que F = A - S+ 2
été faite avant le cours de Monsieur Arnouxpour les polyedres eulériens — c'est-a-dire
ceux qui vérifient F — A + S= 2, daprés la

récurrence... relation a démontrer : définition donnée page 82 — il y a moyen de
F=A-S+2 faire plus simple !
Si nous conservons cette “démonstration”
[NDLR : lire la NDLR ci-contre] fausse — qui ne démontre le résultat escomp

té que “d'une certaine facon” (...) — cest
 Larelation est vérifiée par le tétraédre, en qu'elle nous semble une excellente introduc-

effet : tion a la lecture du livre d'Imre L akatos,
A=6,S=4F=4 Preuves et réfutations, © Hermann 1984,
douF=A-S+2 lequel livre se lit comme un roman !]

» Supposons la relation vraie pour un poly-
edre quelcongue dont tous les sommets sont
de degrén :

Fr=A,— S+ 2

» Alors que se passe-t-il si nous ajoutons un
sommet de degré 3, donc 3 arétea gtiori
3 faces ? La relation devient :

(An+t3) =G+ 1) +2=A,—S,+2+2
Ah+3)—-6,+1)+2=HK+ 2 (hypothése
de récurrence)

En effet, cette relation est exacte, puisque
guand on goute un sommet de degré 3, on
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Pour les polyédres les plus simples, essaydhis fait, cette tentative d'étude nous a fait
de trouver un autre moyen de compter les remarquer que cela était compliqué pour des

faces ... polyedres généraux.
le tétraédre autre exemple : la pyramide
2 1
5 2
1
2
3 4 4 3 4 3

Toutes les faces sont des triangles. Essay@rs remarque qu'il y a une face de quatre et
alors de voir tous les groupes de trois som- quatre faces de trois sommets. Essayons de

mets diférents qu'on peut faire : dénombrer les faces :
(0) 312=321=123=132=231=213 1234
124 125
134 ? 135
234 145
235
Comme nous n'orientons pas le graphe, on ? 245
voit bien que tout ce qui est écrit sur la ligne 345

(O) représente la méme chose. Finaement,
comme l'ordre n'a pas d'importance, on a: A ce moment-1a, il y aurait 6 faces possibles
de 3 sommets. Or le polyedre possede 5 faces
¢2= 4 faces. au total. Les faces 135 et 245 sont impos-
sibles.
le cube

7 6 S

On s'apercoit trés vite qu'il est impossible d@n voit bien que les 5 faces sont :
dénombrer tous les groupes de quatre som-
mets diférents. 1234
125
De plus, le fait de remarquer que toutes les 235
faces comportent quatre sommets et que nous3 4 5
cherchons donc tous les groupes de quatre nel 4 5
nous apporte rien puisque ...

#5-__ 8 _70
41 (8 — 4)!
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qguestion : est-ce que tout squelette de question : quelles sont les propriétés sur
polyedre est planaire ? l'union de graphes planaires ?

Nous en avons trouvé la limitée: cadre. En fait, tous les squelettes de polyéedres ne
sont pas planaires mais peuvent étre mis sous
forme d'union, d'intersection ... de composi
(1) tion de graphes planaires.

Exemple 1 ie papillon

el

On remarque que (1) ne peut ére mis sous v

forme de graphe planaire. Comme il ne peut
pas étre représenté planairement, comment Le papillon est I'union de deux pyramides a
compter les faces ? bases carrées, tronquées, et d'un cube.
Décomposons chaque pyramide en graphe
planaire ainsi que le cube (méme squelette) :
(2) 6 faces, 12 arétes, 8 sommets

On peut appliquer la formule d'Euler car ce
graphe posséde toutes les propriétés permet-

tant d'appliquer la formule d'Euler (d'apres le
cours de MArnoux). Reconstituons a présent
le papillon. Nous sommes obligées, pour

(2), qui représente un quart du cadre, peut assembler trois €éléments, de coller deux

étre mis sous forme de graphe planaire. En faces. Nous supprimons alors quatre faces

fait (1) est lI'union de quatre figures représefune a chaque pyramide, deux au cube), d'ou :
tant (2), mais il faut enlever quatre faces

(4 x 4 arétes) puisqu'elles sont collées les papillon = pyramidd] cubell pyramide, et :
unes sur les autres, sinon on les compte deuxnombre de faces :86 —4 = 14

fois. Le cadre n'étant pas un polyedre eulé- nombre de sommets :

rien, en et

(gyramidé +(§ube)+(gyramide)_(§omme$ =16
communs)
S—-A+F=0etnon 2, nombre d'arétes : 28

on ne peut pas le mettre sous forme de graplaeformule d'Euler s'applique bien :

planaire, mais sous forme d'union de graphes
planaires. F=A-S+2
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Exemple 2 Le sablier guestion : trouver une formule générale
pour déterminer B ?

Aprés avoir travaillé avec Monsieur Arnoux,

on considerera quB est donné par I'énoncé

car B dépend de ce que nous rajoutons et ou
nous l'ajoutons.

Par exemple, sur le papillon, on peut rajouter
un cube —alor8 =2 — ...

C'est I'union de deux pyramides tronquées.

Traitons chaque pyramide séparément ; on
peut appliquer la formule d'Euler :

F=A—S+2.

Reconstituons alors le sablier ; deux faces
vont donc disparaitre eton a :

Faces : 10
Arétes : 20
Sommets : 12
On a bien:
F=A-S+2.
Apres avoir traité ces 2 exemples, nous avo
voulu trouver une formule générale s'appli-

quant a l'union de plusieurs éléments.

Reprenons, par exemple, le papillon.

N

... OU une pyramide — aloi& = 6.

La question plus exacte est la suivante :
Si on considere que l'union de trois éléments,
c'est la mise en commun de quatre faces, $a A + F = x. Trouverx. On sait quex= 2 si

obtient la formule suivante : le polyédre est un polyédre d'Euler ; dans les
autres cas, pourquaiest-il différent de 2 et
Fe=B+F quelle en est la conséquence ?
ou ...

B est le nombre de faces en commun,

Fe est la somme des faces des éléments
séparés,

F est le nombre de faces de lI'ensemble.
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Application au cadre récapitulatif et formule

faces : 16 ; sommets : 16 ; arétes : 32 Soit des polyedres obéissant a la relation
0 S-A+F=0 d'Euler Lorsque l'on accole plusieurs de ces
polyédres par une seule face, alors on note :
Le cadre est I'union de quatre pyramides-tron
quees, chacune d'elle vérifiant larelation Sy= le nombre de sommets qui disparaissent

d'Euler : (a cause de l'accolement)
Fq4=le nombre de faces qui disparaissent
Si;-A+F=2 A4 = le nombre d'arétes qui disparaissent’
S-A,+F,=2 S = le nombre de sommets dtr polyédre
S-Az+Fz3=2 F; = le nombre de faces duepolyedre
Sy—AgtFy=2 A; = le nombre d'arétes dtr°polyedre
Quand on recolle le cadre, certaines faces dis Oi, ona§+F—-A =2
paraissent :
Pour le polyedre obtenu par accolement,
Fqg=8:5=16 ;A4=16 on a:
O % —Ad + Fd =8

S-A+F=3(S§-A+F) - (At Fd

Pour le cadre, on a alors :

S—A+F=(S-A +F) + (S, -A, +Fy) +
(S3-A3+F3) +(S—As +Fa) —(Sy—Au +Fd
=2+2+2+2-8=0
Application au papillon

faces : 14 ; sommets : 16 ; arétes : 28
0 S-A+F=2

Le papillon est ['union de 2 pyramides tron-
qguées et d'un cube.

Pyramide S, = 8,F; =6,A; =12
O S_I._Al+ F]_: 2

Cube :SZ=8,F2= 6,A2= 12
O %—A2+ F2=2

Reconstituons le papillon ; on a:

Fa=Fdispari™ 4 :A4=8:%=8
0 §-Ag+tFq=4

Pour I'ensemble, on a alors :
S—A+F= (S -A +F )+ (S-A+Fy) +

(S —AL+F) - &—-Ag+ Fy
SCA+F=2+2+2-4=2
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introduction aux polyedres platoniciens

qguestion : a partir d'un polygone, pou-
vons-nous construire un polyedre tel que

toutes ses faces soient ce méme polygone ?

En partant du polygone le plus simple, le tri
. LE

angle, nous connaissons déja la réponse
TETRAEDRE ...

ALY

En continuant avec le carré, il existe LE
CUBE ...

- 90°

o+a+a=360°

L'anglea vaut 120°. Les faces rattachées a la
face de base sont “condamnées” a rester dans
le plan car chaque hexagone lié a la base est
relié a une autre face et on ne peut donc pas
“relever” les faces adjacentes a la base pour

créer un volume.

[NDLC : et si on essayait avec quatre hexa
gones en un sommet ?]

Un volume composé uniquement d'hexagones
ne peut donc pas exister et le volume le plus
important [???] existant est le dodécaédre.

[NDLR : important ... dans quel sens ?
L'icosaédre —dont il est question page sui

Puis pour le pentagone, nous connaissons L&nhte — est-iplusou moinsimportant que le

DODECAEDRE, volume qui posséde 20
sommets, 30 arétes et 12 faces :

&

On peut donc se poser la question de savoir
Sil est possible d'avoir un volume unique-
ment composé de faces hexagonales.

Pour avoir un volume, il faut qu'a chaque
aréte d'une face corresponde une face.

dodécaedre ?]

Prenons un hexagone comme base du volume

si celui-ci existe :

L'angle & chaque sommet de I'hexagone de
base est de 360°
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Grace a la question précédente, nous pouvons Tétraedre~ Tétraedre
nous apercevoir gu'il existe cing polyédres {4,6,4} {4,6,4}
réguliers : le tétraédre, le cube, le dodécaedre,

I'octagdre et I'icosaédre. Ces polyédres sont Cube o Octaédre
appelés polyedres platoniciens car Platon les {8,12,6} {6, 12,8}
utilisait pour représenter les cinq ééments :

I'air, le feu, I'eau, la terre et l'univers. Icosaédre ~ Dodécaédre

{12, 30, 20} {20, 30, 12}
LE TETRAEDRE
Ce polyédre posséde 4_es deux polyedres formant une paire sont
sommets, 6 arétes, 4 duals I'un de l'autre : a chaque face du poly
faces : {4, 6, 4}. edre, on fait correspondre un sommet ; en
Dans la cosmologie derdliant tous ces sommets, on obtient alors le
Platon, il représente lepolyédre dual. Exemple pour le cube :

feu.
Octaedre Cube
LE CUBE A~
Il possede 8 sommets,
12 arétes, 6 faces : AN\
{8, 12, 6}. é >
Il représente la terre. \\ /.
L'OCTAEDRE : Vv
Possédant 6 sommets,
12 arétes, 8 faces :
{6, 12, 8}.
Il représente l'air
[NDLR : & partir de maintenant, les éleves
utilisent trés largement les connaissances de
L'ICOSAEDRE leur cours, et il ne nous est guére possible
Ce polyedre est com- d'en donner un résumé ici ; comme dirait
posé de 12 sommets, Fermat, cette NDLR est trop étroite ... ; on
30 arétes, 20 faces : s'accroche ou on passe a l'article suivant.
{12, 30, 20}. Pour s'aider a poursuivre, il serait bon de
Il représente l'eau. s'appuyer sur |'ouvrage de Claude Berge,
Graphes 3éme édition, © Gautier-Villars
1983.]

LE DODECAEDRE

Fait de 20 sommets,
30 arétes, 12 faces :
{20, 30, 12}.

Il représente l'univers.

Sur ces cing polyedres, on peut alors remar
guer qu'ils peuvent se regrouper par paires :
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démonstrations de la relation d'Euler deuxiéme cascette aréte relie deux sommets
a l'intérieur d'une méme composante

Aprés avoir trouve la relation d'Euler, il est connexe :

intéressant de la démontrer :

* Premiére démonstration a partir du nomb@ombien de nouveaux cycles indépendants

cyclomatique engendre-t-elle ?

» Deuxieme démonstration avec le cours,

grace aux graphes duals. O

On veut d'abord démontrer :

V(G):A—S+P O

OUA est le nombre d'arétes du graghes est

le nombre de sommetB,le nombre de com Supposons que, pour cette composante

posantes connexes(*), v(G) le nombre de connexe, il y aita arétess sommetsp com

cycles indépendants, nhombre cyclomatique posantes connexes et v(G) cycles indépen-

du graphes. dants. Supposons d'autre part que |'on
connaisseCy, ... ,C, une base de cycles indé

On part d'un graphe initial qui comporte pendants telle qug(G) =a—-s+p=Kk.

v(G) cycles indépendant8, arétesP compo

santes connexes, S sommets, et tel que On connait alor¥ 4, ...,V vecteurs tels que

V(G)zA—S+P )\1V1+ +)\ka=0 O )\1, ,)\k=0 En
gjoutant une aréte, supposons que celle-ci
crée deux nouveaux cycles, alors on a:

\ @, -er ) &4, ery)

L'aréte rajoutée a, est commune aux deux
cycles. Pour la derniére coordonnée, on a
Sion ajoute une aréte A'=A+1 donc :

premier cas : cette aréte relie deux compo- (A + ....... A Ay ) + Agaq @+ Apso =0
santes connexes entre elles, alors =0

M1 @ = M2 @ O A1 = =M

et donc V., e V., ne sont pas indépen-
dants ; il y a contradiction avec I'hypothése
et donc, lorsgu'on goute une aréte, un seul
cycle est créé, d'ou :

O v(G) =v(G)+1=k+1;

a=a+l;s=s;p=p

on aP — 1 composantes connex&sommets
etv(G) cycles indépendants, d'ou : v(G) =v(G)+1=k+1=a-s+p+1

v(G) =a+1-s+p
V(G)=v(G)=A -S+P'=A+1-S+P-1

=A-S+P. La relationv(G) = A —-S+ P est donc tou
jours vérifiée. Donc si on ajoute une aréte, la
La relationv(G) = A—S+ P reste vraie. relation reste vraie dans tous les cas.
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Sionajoute un sommetau graphe : S=S+1 v(G) =A-S+ P, tableau récapitulatif :
(troisieme cas

) ) . Cas Nombre Nombre de Nombre de Nombre de
Ajouter un sommet revient a ajouter une d'arétes sommets cycles composarjtes
composante connexe, dou P'= P + 1, le indépendantsconnexes
ngmbre de cycles et des arétes restent inch| , A+l S v(G) P_1
gés donc : 2 A+1 S v(G) +1 P

3 A S+1 v(G) P+1
V(G) =A =S +P'=A-S—1+P+1 4&5 A-1 S V(G) P+1
() 6 A-1 S v(G) -1 P

v(G) =A-S+P=v(G)

La propriétév(G) = A— S+ P est encore véri Apres avoir démontré la relation sur le

fiée dans ce cas. nombre cyclomatique, on veut démontrer
celle d'Euler :

Lorsqu'on retire une aréte du groupe:

A=A-1 F=A-S+2

(quatriemg cas: dans le cas d'une aréte Pour cela, on se fixe une orientation aléatoire
extrémale, on ajoute une composante du graphe. On veut démontrer que tous les

connexe : cycles correspondant a des faces finies (*)
sont indépendants, c'est-a-dire que les vec-
P=P+1 teurs associés a ces cycles sont indépendants.
car on voit apparaitre un sommet. Commencons pde tétraédre, dont le graphe
planaire est :

V(G) =V(G)=A—1-S+P+1=A-S+P

(cinquiémé cas: si l'aréte reliait deux com
posantes connexes, une nouvelle composa
connexe apparait et P' = P + 1. [NDLR :
méme cas, mémes calculs :]

V(G) =V(G)=A—1-S+P+1=A-S+P

(sixieme etdernier cas: I'aréte pouvait faire
partie d'un cycle, donc on aun cycleen {A;S;P}={6;4;1}douv(G) =6-4+1
moins et = 3, il y a donc trois cycles indépendants.

v(G) =v(G) -1 SoitV 1 le vecteur représentant la faé8D:
V;i=(1;0;0;-1;1;0)

V , le vecteur représentant la face BCD:
V,=(0;1;0;0;-1;1)

V 3 le vecteur représentant la face BCD :
Donc dans ces trois cas, la relation est vraie. V3=(0;0;1;1;0;-1)

v(G) =v(G) —1=A-1-S+P

0 v(G) =A'-S +P'

Dans tous les cas envisagés, la formule Ces trois vecteurs sont bien indépendants car
v(G) = A — S+ P reste vraie, donc on peut
dire que cette formule est démontrée. MV 1+AVo+A3V3=00 A=A,=A3=0
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En efet ... V 4 qui représente la fad®AEH :
vV,4=(,00,1100,-1,-1,0,0,0)
.. sur lapremiére coordonnée :

_ _ V 5 qui représente la fadeFGH:
)\l+)\2.0 +)\30—OD )\1—0 V5=(O, 0,0,0,0,0,001,1,1, 1)
.. sur la seconde coordonnée :

A.0+A5+A30=00 A,=0 Ces cing vecteurs sont indépendants :
.. sur la troisiéme coordonnée : MV 1+AVo+A3V3+A,V4+A5V5=0
)\1.O+)\2.0+)\3=0D )\3=0 O )\1=...=)\5=0

Grace aux premieres coordonnées :
)\1"‘ )\20 +)\30 +)\4.O +)\5.O =00 )\l =0

aux secondes coordonnées :
En additionnant A0+ A5+ A30+A40+A50=00 A,=0

Donc les facesBD, BCD, CAD sont les trois
faces indépendantes.

aux troisiemes coordonnées :
A0+ A0 +A3+ 240 +A50=00 A3=0

on obtient la facBC qui est en fait la face aux quatriemes coordonnées :
infinie(*). D'ou au total, le nombre de faces A1.0+A,0 +A30+A,+A5.0 =00 A4=0

our le tétraedre est 4, ce qui est vérifie grace . .. ,
gu dessin a 9 aux dixiemes coordonnées :

A1+ A0 +A30+240+A5=0

] )\5= )\1 =0
Les cinq face&ABFE, BCGF, CDHG, DAEH,
EFGH sont les cing faces indépendantes. En
additionnant

V1+V,+V3=(1;1;1;0;0;0),

Maintenant pouun cube qui a pour graphe
planaire :

V1+V5+V3+V,4+Vg=
(1;1;1;1;0;0;0;0;0;0;0;0)

on a la face infiniABCD. Le nombre total de
faces éant le nombre de faces finies plus la
face infinie, le cube possede six faces, ce qui
se vérifie sur le solide.

{A:S:P}={12:8: 1} alors En conclusion :
Pour tous les polyédes dont le graphe est
planaire (*), on peut retenir I'égalité
suivante :

VG)=12-8+1=5

Ce paragraphe comporte donc cing cycles
independants : Le nombre de faces totRlest donné par

SoientV ;| qui représente la fadeBFE: _ _ - o
V,=(10,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0) F =v(G) + 1 = faces finies + face infinie

V5 qui représente la fadg@CGF: Or comme I'on sait que(G) =A—-S+ Pet
vV,=(,1,0,00,-1,1,0,0,0,-1,0) quepour un polyédre P = 1, on obtient la

V 3 qui représente la fac@DHG : relation d'Euler :

V5=(0,0,1,0,0,0,-1,1,0,0,0, - 1) F=v(G) +1=A-S+1+1
F=A—S+2
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Nous pouvons donneme seconde démors On obtient le dual d'un graphe en associant a

tration de la formule d'Euler a partir du
cours. En dét, considérons un grapl@&a S
sommets e arcs : on appellEg= RS l'es
pace des sommets et E, = RA |'espace des
arcs.

Soit M = (my;) la matrice représenttive des
arcs a partir des sommets :

m; = 1 sile somme§ est la fin de l'aré ;
m; = — 1 si§ est le début de l'ar ;

m; = 0 sinon.

Ona:

* v est un cycle généralisé\sM = 0 {cycle}
= Ker'™M

V' est un cocycle généralisé si il existéel
queVv = Mxd'ou {cocycle} = ImM

Or on sapercoit que le produit scalaire d'un
cycle par un cocycle est nul, dou : |'espace

chaque face un nouveau sommet (sans
oublier la face infinie) et en reliant ces som
mets. Exemple :

graphe due

graphe

Par propostion, en considérant un graphe et
son dual :

A(G) =V(G*) A(G*) = V(G)

A(G*) est le nombre cocyclomatique du

des cycles et I'espace des cocycles sont-orthaphe dual, c'est aussi le nombre maximum

gonaux, donc
dim {cocycle}+ dim {cycle} < dim Ea (O).
En efet, si I'on fait :
V.V=v.Mx=(V.M)x=0carv.M=0
On sait que
dim {cocycle} =A(G) =S—g, ouA(G) est le
nombre cocyclomatique et g le nombre de

composantes connexes.

dim {cycle} =v(G) = A—- S+ g avec v(G)
nombre cyclomatique.

AG) +v(G)2A-S+g+S—-g=A

Par (0) A(G) +Vv(G) <A, on en déduit donc :

A<\(G) +V(G) = A
AG) +v(G) =AT v(G) =A-S+g

En définissant pour les graphes planaires, le
graphe dual, on sapercoit que, un cycle du

de cocycles indépendants dont nous pouvons
voir que, tout comme dans la premiére
démonstration, A(G*) = F — 1 avec F le
nombre de faces total. Or, comme nous
savons qu®(G) = A—S+ 1 (toujours dans le
cas des graphes planaires a une seule compo
sante connexe qui représentent les polyedres)
nous pouvons en déduire :

AG) =V (G)
F-1=A-S+1
F=A-S+2

(relation d'Euler)

grapheG devient un cocycle du graphe dual

G*.
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évaluation de la caractéristique d Euler Etudions cette formule sur la caractéristique
dans le cas “collé par arétes” d'Euler dans certains cas particuliers :

On considere un ensemble de polyedres rel@s 1 : nous ne considérons plus que des
les uns aux autres par les arétes. On définiplalyedres eulériens, c'est-a-dire tels que la
caractéristique d'Eul€@ =F —A+ S On veut caractéristique d'Euldt = 2
donnerC lorsque les polyedres sont reliés par
leurs arétes. Exemple : considérons un cube et un pen-
taedre aux bases triangulaires
Considérons un ensemble Nepolyéedres tel
que les polyedres extrémaux(*) n'aient qu'ur
seule aréte en commun, alors que les autres
polyédres seraient liés entre eux par deux
arétes (chaine de polyedres non fermée).

Exemple :
polyédre ensemble,
extrema cube pentaédre cube & pentaedre
\> F1:6 F2=5 F=F1+F2=l1
A=12 A,=9 A=20
S =8 S,=6 S=12
Cl= Fl_Al+ S_|.= 2
\_polyfadre Co=Fy,-A+5,=2
extrema C=F—A+S=3
Alors chaque polyédre est tel que Considérons deux cubes + un pentaédre

Fi-A+3§=C,

d'ou, pour I'ensemble relié seulement par
arétes, le nombre de faces est la somme du

nombre de faces de chaque polyedre alors

gue, le nombre d'arétes diminueNMle 1 et le
nombre de sommets de 2 (N — 1) car une

aréte comporte deux sommets.

74

D'ou: (1) Cube:
C=F-A+S C, =2
(2) Pentaédre :
C=F+ ... +Fy F)=5;A»=9;5,=6;
—A— ... —Ay+(N-1) C,=2
+§+. +t§-2N-1) (3) Cube :
C=Cy+..+Cy+N-1-N+2 C3=2
Pour I'ensemble (1) + (2) + (3) :
C=Cy+..+C\y+1-N F=17;A=31;5S=18;

C=17-31+18=4
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Donc on peut dire que : cas 2 : maintenant, nous considérons un
ensemble de cadres QU 0
C=N+1

ou N est le nombre de polyédres de I'en- N
semble.

Démonstration : on sait que

C= Z Ci + 1 —N,
Pour un cadrel; =16 ;A=32;S=16:
et de plus on a supposé que tous les polyédres

étaient eulériens, dorci, C; = 2 d'ou : C=F-A+S=0.
C=C;+..+Cy+1-N Soit N cadres rattachés par leurs arétes, la
=2+..+1-N caractéristique d'Euler de I'ensemble devient :
=2N+1-N
d'ouC=N+ 1. C=Cy+..+Cy+1-N

ordi, G =0, d'ou
C=1-N

Remarque : I*a caractéristique d'Euler C
appartient & car pourN = 0, les relations
«C=N+1»et «C=1-N»n'ont aucun
sens. Donc nous pouvons dire que :

siN>1: C=N+1 pourles eulériens
C=1-N pour les cadres

Nous pouvons nous poser la question de
savoir s'il existe un lien entre C et C'. En
effet, M. Arnoux nous ayant montré la rela-

tion entre troix cadres recollés par les faces et
un des polyédres étoilés, on peut se demander
silefatqueC=N+1etC =1-Nne
“cache” pas une relation entre les eulériens et
les cadres.
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Essayons de voir ce qu'il se passe si, au l@ua a:
d'avoir une chaine de polyedres, nous avons

un ensemble fermé (*) de polyedres : C=6-1+6=1
cas 1 : pour les eulériens. OrN=1d'ouC = N et la relation
3 F-A+S=N

est encore vérifiée. On peut faire de méme
pour deux polyedres et donc, on obtient :

N=21 C=F-A+S=N

La caractéristique semble donner : Remarque : pouN = 2, si on prend un cube
et une boite
C=F-A+S=N

ouN est le nombre de polyédres. Efeef

(1)F1=5,A1=9,S_L=6C1=2

(2)F,=6,;A=12:5,=8:C,=2 cube: {6, 12; 8} boite : {4 ;6 ; 4}
(B)F3=6;A3=12;5=8:C3=2 Ci=2 C,=2
Q+(@2)+(3)F=17;A=30;S=16: En assemblant les deux, on
C=F-A+S=17-30+16=3
C=10-16+8+2 N
Démonstration : etN=2donc:
Soit un ensemble d¥ polyédres tel que I'en C=F-A+S=N
semble soit fermé et que tous les polyedres
soient eulériend (i, C; = 2)
F=F +..+Fy cas 2 : essayons avec un ensemble ferme de
A=A +...+Ay—N cadres.
S=S+..+5§-2N
C=F—A+S=C1+...+CN +N-2N F=Fl+"'+FN
A=A+ .. +Ay—N
orCy+...+Cy =2N, d'ou S=§+..+§-2N

C=F-A+S=Cy;+..+Cy +N-2N
C=F-A+S=N
Oor0il0{1,...,N}C=0,dou:
D'apres la figure précédente, la relation est
valable pouN = 3. C=F-A+S=-N

Or supposons que ledDe méme que pour les polyédres eulériens, si
polyédres soient nous considérons que le cadre peut étre
déformables tel un déformé, ce qui ne change rien a ces preprié
paralédipipéde qui s2 tés, nous pouvons alors écrire :

recolle a lui-méme

par une aréte, alors : N>1 C=F-A+S=-N

{F,A, S ={6,12, 8}
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Remarque : comme pour les ensembles le cubicuboctaédre (petit)

ouverts, NoUS pouvons remarquer que, pour

les polyédres eulériens, C = N, pour les Aprés avoir essayer de “rattacher” des poly

cadresC = — N. Existe-t-il une raison a cetteadres par leurs sommets, leurs arétes et leurs

apparente symétrie entre eulériens et cadrefa@es, nous sommes arrivées a trouver un
polyedre dont tous les sommets sont “en
creux” : le petit cubicuboctaédre. Nous pou

Nous pouvons également regarder les casvans donc déterminer sa caractéristique

les polyédres sont attachés par des sommetdEuler connaissant e nombre de ses som-
mets, arétes et faces.

Exemple
Mais cette caractéristique dépend en fait de la
fagon dont on compte ... [NDLC : aie.]

» Considérons ce petit cubicuboctaédre
Ici, on considére des tétraédres ({4, 6, 4}), comme l'intersection de 6 octogones, 8 tri-
avecC = 2. Or une fois attachés par un sonangles équilatéraux, 6 carrés. On peut donc

met : en déduire qu'il a 20 faces, 48 arétes et 24

* pour deux tétraedres : sommets. Donc :
C=2%x4-2x6+7=3;

* pour trois tétraédres : C=F-A+S=20-48+24=-4

C=3%x4-3x6+10=4.
* Si nous le considérons comme un ensemble
Il semble que le sommet auquel on accroctie cubes et de tétraédres ... [NDLR : on
les polyedres n'ait pas d'importance et que obtient alors une formule dérente, que nous
I'on retrouve les formules obtenues dans le n'avons pas réussi a comprendre. Faute de
cas des polyedres attachés par une aréte, pmagséder au moins une photokiit cubicu-
un ensemble ouvert. boctaéde, nous renongons la.]

démonstration : Soient N polyédres tels que

Fi ., Ay, § soient les faces, arétes, somme (vue de dessus)
de chacun des polyedrgs 00 {1, ... , N}, et _ N
G =F -A +§5. * les sommets de
degré 6 font 420°>12
C=F-A+S --- -
* les sommets de
F=F+..+Fy degré 3 font 540°>12
A=A+ ... +Ay

S=S, +... +Sy— (N— 1)
C=Fl+ +FN_A1__AN
+S+.. +§=-N+1
=Cl+"'+CN -N+1

Pour les eulériensl; =20 C=2N-N+1
C=N+1;

pour les cadre€;; =00 C=1-N.
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Le projet nous a amenées a étre claires envers
les autres. En effet, poser une définition,
affirmer quelque chose n'est pas aussi évident
gu'il le parait. De plus, travailler sur un projet
comme celui-ci hous montre un autre coté
des mathématiques. |l nous apprend a nous
poser des questions. Certaines, pour l'instant,
restent sans réponse, d'autres sont résolues
gréce aux ééments apportés par le cours au
fur et a mesure. Et ce n'est qu'a la fin, en-utili
sant le livre “PREUVES et REFWTIONS” définitions : les définitions données
(Lakatos) que nous avons vu que certaines ci-dessous font référence
guestions que nous nous étions posées ont étéaux mots annotés d'une astérisque (*).
résolues d'une certaine maniere et d'autres
restent encore sans réponse. Un des intérétg aphe planaire : graphe dont les arétes ne
été pour nous de poser les limites de ce qeecroisent pas.
nous cherchions et de trouver un chemine- polyedres eulériens : polyedres dont la
ment qui nous rapproche des potentielles caractéristique d'Euler C = F — A + Sest
solutions. égale a 2.
graphe complet : graphe pour lequel chacun
Notre idée : définir ce que tous nous connaides sommets est relié a tous les autres par une
sons, sous une forme ou une autre — les aréte.
polyédres platoniciens, eulériens et méme composante connexe d'un graphe
divers polyédres tels que feérisson[???] ou « un sommet seul est une composante
le cubicuboctaédront fait avancer notre connexe ;
réflexion. Notre but était de trouver toutes lesun ensemble de sommets reliés par des
possibilités de relier des polyédres entre ewatétes est également une composante
afin de créer une “formule” qui nous permetonnexe.
trait de trouver quelques propriétés sur I'exiface finie: face représentée par un vecteur et
tence des polyédres “en creux”. Mais un qui se retrouve sur le polyedre.
hérissonune boite & chapeau ou un cade face infinie : elle s'obtient en sommant tous
sont-ils des polyedres ? les vecteurs des faces indépendantes.
[NDLR : faces finie et infinie ... voila des
Dans tout ce qui a motivé notre projet, un définitions plutét en contradiction avec la
polyedre fut défini comme une intersection premiére phrase de la colonne ci-contre.]
de plusieurs plans (au moins quatre), puis polyedre extrémal: dernier polyedre qui ter
comme un objet tel que nous puissions compine une chaine.
ter ses sommets, ses arétes, ses faces et déBemble fermé& ensemble de polyédres qui
nir aussi la caractéristique d'Eul@tors nous ne contient pas de polyedre extrémal.
pourrons ainsi classer les polyédres. Un ensemble ouvetr: ensemble de polyedres qui
cylindre, un hérisson sont donc des poly- contient au moins deux polyedres extrémaux.
edres. Alors qu'une boule ? ... Nous sommes
aussi allées jusqu'a déformer certains poly-
edres dans la limite ou leurs propriétés en res
tent inchangées.

Bref, ce projet nous a permis d'acquérir une
certaine maturité dans notre facon de penser
de voir les mathématiques sous un autre
angle!
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