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enseignants : Mme Martine Brunstein,
M. Hervé Grac, MPierre Lévy

chercheur : MPierre Duchet

Compiégne

notre objectif

Parmi tous les quadrilatéres que I'on peut
mettre dans un cube, quel est le celui dont
l'aire est la plus grande ? En particyliguel
est le plus grand carré ?

Dans un premier temps, nous avons tenté de
mettre a l'intérieur d'un cube de cété 5 cm
différents carrés ayant un cété supérieur
a 5 cm. En effet, il clair que tout carré de
cOté 5 cm rentrera aisément dans de nom-
breuses positions. A I'aide de ces manipula
tions, nous sommes parvenus a établir un
encadrement de la longueur maximale du
coté du plus grand carré qui puisse rentrer
sans déborder. Si ¢ est la longueur dun tel
carré, alorson a : 58c<5,5.

Nous n‘avons pas réussi a améliorer cet-enca
drement car notre dispositif expérimental
était trop imprécis. Nous avons donc décidé

Compte-rendu du collége Gaétan Denain sur I'expod€ travailler sur des représentation en pers-

sé n° 36 “carré dans un cube”.
Sébastien Pappala, Vincent Fournier, Laurent
Gonvin.

Ils sont six éléves de 3° et de 4° du collége Victor
Hugo de Noisy-le-Grand et du collége Condorcet de
Pontault-Combault.

Ils sappellent David, Sébastien, Mustapha, Siek-Hy,
Nala, Ameer.

lls cherchent quelle est la plus grande aire d'un qua

latére dans un cube.

Ils ont fait la maguette d'un cube pour illustrer leur
exposéPour leurs démongtrations, ils ont utilisé le
théoréme de Pythagore et de Thaeés, ce qui fait que

Nous N'avons pas compris parce que nous sommes
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pective cavaliere.

Nous avons considéré des cubes de cété 1
unité. Nous avons exploré divers quadrila-
teres dont les sommets sont sur les arétes du
cube. Les deux groupes de recherche ont étu
dié une configuration semblable de maniére
assez diérente.

‘ﬁ\lDLR : nous présentons ci-apres les deux

maniéres d'approcher la question, le texte
n'étant d'ailleurs pas présenté sous le méme
titre, ni avec le méme énoncé de sujet ...
Gemmencons avec le college Condorcet.]

Qué est le plus grand carré qui tienne dans
un boite cubique sans dépasser ?

une premiére configuration

expérimentation nous avons essayeé de trou
ver la meilleure position dans un cube en car
ton. Nous avons placé un rectangle dans un

cube de maniére a ce que 2 cbtés opposés du
rectangle soient paralléles aux diagonales des
faces opposées du cube et de maniére a ce

gue les sommets du rectangle soient sur les
arétes du cube.
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Expression de SH en fonction de HL : SH. En réitérant ce procédé jusqu'a ce que la
culatrice donne le méme affichage pour

Nous recherchons une formule permettant et SH, on se rapproche de la valeur qui

calculerSH en fonction deHL pour détermi

X convient.
ner SH tel que le rectangle HLMS soit un
carré. Nous donnons une longeur a HL et HL SH
nous recherchons HB dans le triangle BHL 1 1,0823922
rectangle isocele en B ; d'apres le théoréme 11 1048203302
oo 1,05 1,06426102
de Pythagore on a : 1,06 1,060880412
1,0605 1,060713573 On ien n
HL2 = HB2 + BL2 doncHL2 = 2HB2 On obtient donc
. 1,0606 1,060680231 |a Va'eur appro
d'ouHBZ2= HL2/?2 1,06066 1,060660229 .\
HB =V (HL2) = HL/ V2 1,0606602 1,060660162
1,0606601 1,060660196
Le cbté du cube [AB] fait 1 unité. H est un 1,06066017 1,060660172 HL = SH=

- Ace 3 i 1,060660172 1,060660172 1 172
E?)I:; gi&ﬁﬂé C(S:;?céi&‘lj.formule d-0esUS  1'oe0es0172 Losossorrz  1'0606C0

AB-HB=AH recheche de la valeur exacte de HL :
. A partir de la formule SH=_[2(1-—=)*+1
Nous recherchons RH dans le triangle RAH donnant SH en fonc- J2

rectangle isocele ef d'apres le théoréme d
Pythagore :

AH2 + AR2 = RH2 donc RH2 = 2 AH?2
'oll RH2 = AH2
d'ou RHs= AH4 x 2 d'oll X = ,2(l—i)2+1
Puis nous recherchons SH dans le triangle V2

Ffion deHL, on cherche a déterminer la valeur
pour laquelléSH=HL. PosondiL = SH=x.

RHSrectangle en R. D'apres le théoréme de o2 X2
=2(1-—/—/"+1
Pythagore et sachant qB&=1 on a: SoIt X ( ﬁ)
RH2 + R = SH doncRH2 + 12 = SH? 2 = 2(1_%)(1_%)“
Formule pour calculeBHa partir deHL : 2)2( « 2 «
SH =RH2 +RZ S =2(1‘ﬁ+—2><—/§)+1
SH2 = RH2 + 12 S
SH = 2x AH2 + 12 2o AX 2%
or AH= AB—HB 22
AH=1-HB 2 — 2
X2 = 3-2x+/2 + X
SH =2x (1 -HB)2 + 12
SH =2x (1 —HL / V2?2 + 12 0=3-2x+2
_ _ 2xJ2 =3
recheche progressive de SH en fonction de 3
HL : nous recherchons maintenétit tel que X=
le quadrilatereHLMS soit carré donc tel que 242
HL = SH En faisant diérents calculs d&H 32
en fonction de HL on remarque que si HL X= 4

augmenteSH diminue et sHL diminue alors
SHaugmente. On part donc & =1 — car
on cherche un carré de cété plus grand qu
— on calcule la valeur correspondanteSite
puis on prend une valeur arrondie de SH
comme valeur delL et on calcule a nouvea

En calculant la valeur approchée

X5 1,060660172 on retrouve la valeur précé
Gente. [NDLR : cet encadrement est cohérent
avec I'encadrement expérimental obtenu page
LPrécédente (45).]
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autres configurations grand que 1. On peut conjecturer gu'il existe une-posi
i o . . tion des sommetS et T telle que le carré tracé sur le
Méthode utilisée : cette deuxieme méthode parallélogranme ASC'Tsoit au moins le méme que

consiste & placer un quadrilatére dont 2-sof§lui trouvé par la premiere methode.)

mets opposes sont sur 2 sommets OPDOSéS’[N’DLR : au tour du college i¢tor Hugo ...]
cube et dont les deux autres sommets parcou

rent deux arétes verticales ne contenant pas Un rectangle

les deux sommets opposes du cube, et a . construction de la figure : nous avons placé
essayer d'en extraire le plus grand carré. |gg quatre sommets, L, M et Sde telle sorte

Le quadrilatée est unectangle le rectangle quils soient tous a la distangales sommets
est placé de maniére a ce que ses quatre du cube.

sommetssoient sur lesommets du cube A % H B
A * Le plus grand carré \ L
qui a été extrait de ce p | A3
g rectangle, a ses deux :
1
1
1

c6tés opposés confon
dus avec les cOtés

K opposés du rectangle
et a un c6té égal a
A I'aréte du cube. shex {1 W
Le quadrilatére est un losange : le losange Ptaad /
est placé de maniere a avoir deux sommets U Ve T
placés aux milieux des arétes opposées du ]
cube. Le plus grand carré qui a été extrait (» %, s H est place sur (AB) de
ce losange, a sa diagonale confondue avec la méme maniere que L
petite diagonale du losang8T] et a un coté sur BC). On aBH/HA =
égal & l'aréte du cube. BL/LC. Donc, d'apres la
_ réciproque du theéoreme
Le quadrilatére est un parallélogramme : de Thalés, les droites
nous avons pris une position intermédiaire ¢ (AQ) et (HL) sont paral-
entre |e losange et le rectangle. C'est-a-dire leles.

que nous faisons varier la position des deux [Et de plusHL/AC=BH/BA]
autres sommets en longueur de maniére a ce . _ ]
que ces sommets soient entre le milieu de D& maniere identique, on démontre que les

l'aréte et le sommet du cube. droites (SM et (VT) sont paralleles [et que
. SMVT=USYUV]. (VT) et (AC) étant paral-
y *Lecarre qui a ete |ales, on aliL) et (SM) qui sont paralléles [et
s extrait de ce pardlé-  ge meme longueur : SMVT = US/UV =
- logramme a ses deux BH/BA = HL/AC].

cOtés opposés con-
fondus avec les cotég e quadrilatéréSMLH est donc un parallélo

X * opposés du parallélo-  gramme.
1 gramme. Le plus
—= grand carré trouve . calcul de LH : on utilise le théoréme de
par cette méthode a un coté supérieur a l'arBighagoedarsletriangleBLH rectangle efB.
du cube. On a: HL2 = BH2 + BL2 = 2BH?

(Note : pour cette deuxiéme partie les résultats ont éte
constatés, des calculs permettent de montrer que parmi

les parallélogramm@&SC'Ton peut en trouver un sur — ot1 a2
lequel on peut construire un carré dont le cété est plus HL = 2‘1 - X’

“MATh.en.JEANS” en 1995
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» Calcul de SH: on utilise le théoreme de suffit de résoudre I'équation :

hagore dans le triangle LCT rectangle en _ 5
?ﬂo?]ga- LTzzLC%+CTz \ _m_ 2(1-x)
| L 2o+ 12 Clest-a-dire 22+ 1= 2 (1 X) 2

/ c'est-a-dire X2+ 1 =2 (1-X+x2)
LT =71+ x2 c'est-a-dire X2+ 1 =2 - 4x+ 2 X2

LTM est un triangle rectangle dncar (MT) c'est-a-dire &« =2-1

est perpendiculaire a la face BCTW,; donc

(MT) est perpendiculaire 4T). Doncx = 1/4. Il existe donc une unique posi

tion du quadrilater&HLM permettant d'obte

LM2= MT2 + LT? nir un carré.
LM2=x2 + 1 +x2
LM2=2x2+ 1 « Calcul de l'aire de ce carré. >+ 1/4 alors
LM=12x2+1 HL=SH=./2xW+1=+/2 +1
VES s W+1=y54
« Nous avons prouvé qu'en fait, les quadrila = \/%* 1= \/%*% = \g :%

teres ainsi construits sont toujours des rec-
tangles : prouvons quéLMSest bien un rec On a donc :

tangle. Pour cela on extrait le trapé2@&BH HL = SH=_3_ =1 06066017
afin de pouvoir calculer la diagonale de notre 292
paraliclogramméiL.MS L'aire du carré est donc :
PR PN HL2= |3 P =9=110¢
A : H M 212 8
[ L
D : y S » Aire des rectangles ainsi obtenus : nous
| C avons calculé d'une maniére plus générale
| l'aire A des rectangles SHLMen fonction
| .
dex:  Q=12x2+1x/2qL- o2
| x varie entre 0 et 1. Nous pensons que cette
v aire sera maximale lorsquesera nul :
Sk )|~ W
o7 A B
u- «> T
M "y b
[Soit M" le point du segment [AB] tel que
M'B = x.] On utilise le théoréme de Pythagore
dans le trianglMHM' rectangle e'. On a : v W
MHZ2 = MM2 + HM"2
MHZ2 = (V2)2 +HM'2 U T

qui permet de calculéviH2. Pour calculer la
seconde diagonale, on extrait le trapéze
SULC Ce trapéze est superposable au précé
dent et donc MH = SL. Le quadrilatere
SHLMest donc un rectangle car ses diago-
nales sont égales.

Six=1, alors a= 0

 Pour quelle valeur de a-t-on un carré ? Il
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A B * Calcul deDB
DB = EH carDEHB est un rectangle.
b EH = V2 car c'est la diagonale d'un carré de
¢ coté 1. DondB = V2
* Calcul deCA
" v On utilise Pythagore dans le triangle CGA
rectangle ers. On a :
u T CA2 = CG? + GA?
Six =0, alors 8A=V§IGZ+GA2=V12+2
A=
A= T xVAL- O =12
DoncCA% DB
C 1’4142,136 , « Calcul de l'aired du losangeABCD
Nous sommes en train d'explorer d'autres
quadrilatéres en utilisant cette méthode. En = DBxCA_V2xV3 _ g5
particulier nous avons obtenu un losange que 2 2 2
nous allons tenter de modifier pour obtenir un a- 1,2247449
carre.
un losange \_/OICI un dernier exemple o!e polygone reguj
c lier que nous avons placé dans un cube :
I'hexagone régulier
F
B
B N
D A D
J
H o
AR
E A F G
Dans le triangle EDA rectangle en E, on a Aq/
d'aprés le théoréme de Pythagore : E a e
DAZ? = DE? + EA? Les pointsl, J, K, L, M et N sont les milieux

DA= E2+EA2—4/ %412 des cotés respectifs [BC] ; [CG] ; [GH] ;

[HE] ; [EA] et [AB]. Par Pythagore dans le

_ 1.4 .
DA= \/ 2t 1= \/ 4 triangleICJ rectangle ert, on a :
est-adi 1J2=1C2 + CJ?
cest-a-dire
132 =
DA='5 ‘j H
2 12 Z 2
DA = AB = BC = DC car les triangleDEA N=175

BGC BHA et CFD sont superposables. Le

quadrilatére ABCDest donc un losange. Ce Puisqud, J, K, L, M et N sont les milieux des
n'est pas un carré. Erfeif ses diagonales necétés du cube, on a:

sont pas de la méme longueur 13=JK=KL=LM=MN =Nl

“MATh.en.JEANS” en 1995
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De plus, les cotés opposés sont paralleles 8aion compare les aires des 4 polygones que
symétriques par rapport au cen@alu cube, nous avons étudiés, on obtient le classement
ce qui prouve queJKLMN est bien une figu suivant (de la plus petite aire a la plus gran
re plane possédant 6 cotés égaux. Elle est de) :

convexe c'est donc un hexagone régulier

[NDLR : pour affirmer qu'il est régulier, il « l'aire du carré : 1,125

faudraitAa,ussi s'ass_urer que les anglesi entre « l'aire du Iosangeﬁz 1,225
deux cotés sont bien toujours les mémes.] 2

 l'aire de |'hexagone3:T@= 1,29¢

* Calculons l'aire de cet hexagone . « l'aire du rectangle/2 = 1,414

On extrait un triangle équilatéral OLK.
[NDLR : ce triangle est évidemment isocele,
il est équilatéral parce que le cété de I'hexa
gone — peut-étre régulieon n'a encore pas
prouveé qu'il I'est, mais on sait que ses cotés
sont tous de méme longueur — vaut vV2/2,
c'est-a-dire la moitié de la diagonale d'une
face du cube, longueur égal€h et aOK ;

du coup, I'hexagone est effectivement régu-
lier, I'angle entre deux cotés consécutifs étant
toujours de 120 °.] On calcule son aire :

_ LK x OF

a 2
On utilise le théoréme de Pythagore dans le

triangleOPKrectangle e?. On a :

OK?2=PK2 + OP?
OP? = OK? — PK?

ainsi,
c'est-a-dire
a-§

L'aire de I'hexagone est don%

c'est-é-dire% .
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