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I’algébre Je vais vous présenter |’'algebre sous une
forme historique parce que, a mon avis, c’est

~ A I & travers son développement historique qu’on

a travers IeS equatlongeut comprendre le mieux le développement
. d’une science.

par Jean-Paul Cardinal

e . d’ou vient le mot “algébre”

[NDLR : texte écrit d’apres I'enregistrement

sonore de la conférence donnée au Palais

, B%%ucou de gens savent que le algébe
la découverte.] pdeg q g

est d'origine arabd.es concepts les plus pri
mitifs se retrouvaient déja en Inde, a
Babylone, en Grece. Dans ces trois contrées,
les mathématiques remontent a des temps tres
anciens. Et tout a conyg® apres le début de
I’Islam. En 830, un astronome, Mohammed
Al-Khwarizmr, a écrit un livre qui s'appelle

« al jabr wal mugbala », ou le moalgebe
apparait pour la premiére fois.

al jabr signifie restauer et I’autre terme
signifie simplifier Ce sont les deux opéra-
tions de base de l'algebre.

Restawgr ¢a veut dire que quand vous avez
une équation qui s’écrit, par exemple :

X2-7=3

vous pouvez la réécrire sous une forme plus
intéressante :

x2=10.

Qu’ est-ce que vous faites ? Vous avez une
balance, une égalité, et si vous enlevez
guelque chose d’'un cété il faut le rajouter de
|"autre, ou de fagon plus rigoureuse : il faut
rajouter + 7 de chaque c6té.

Voila la signification premiére du mot
algebe.

Simplifierca veut dire que quand vous avez
une expression algébrique (des expressions
polynomiales comme 3 x ... 7 x2 ...), dans
certains développements par exemple, vous
pouvez regrouper les termes. Par exemple,
quand vous avez8d’un coté et K plus loin
vous les regroupez, ca fait X0
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le livre d’Al-Khwarizmi notations concises

Qu’est-ce gu’'on trouve dans ce livre ? Onlyfaut comprendre que ce n’est pas sous cette
trouve une synthése des équations algé- forme que se présentaient les mathématiques.
briques de degré 1 ou 2. Il N’y avait pas de notation symbolique, tout

était écrit en mots comme dans un livre de lit
Le degré 1, ce sont les équations de la fort@gatureCette écriture symbolique que vous
ax+ b =0 (x éant I'inconnue) ; le degré 2 connaissez, remonte a beaucoup plus tard
c’est le trinome que certains connaissent dans le temps, a Francois Viete qui était un
déja: mathématicien francais du seizieme siecle,

soit sept siécles apres Al-Klanzmr.

ax2+bx+c=0

Mais a cette époque reculée, le probleme ci-
On connaissait déja des solutions partiellegddassus s’énoncait :
ces équations dans |I’antiquité, mais dans ce

livre, C’est expose d’une facon systématique quel doit éte le caré qui,

et synthétique. Voila un exemple d’'équation  quand on 'augmente de dix fois sa racine,
de degré 2, qui se trouve dans le livre en donne un montant deetnte-neuf ?
guestion :

tout ca, écrit en toutes lettres ; et la solution
X2+ 10x = 39. que je vous ai écrite :

Si je calculeX + 5) au carré, a gauche, ¢a faitous diminuez de moitié le nombre de
racines, ce qui donne cing (on prend 10, on
x2+ 10x + 25 divise par 2, ca donne 5ypus multipliez ce
dernier par lui-méme, ce qui donne vingt-
donc il faut que je rajoute 25 au membre aéng (nous, on I'a fait de fagon trés concise),
droite : ajouté a trente-neuf la somme est soixante-
guate, vous prenez la racine qui est huit et
X2+ 10x+ 25 =64 vous soustrayez la moitié du nombre de
racines, qui est cing, ileste tois.
Ensuite, vous avez un carré de chaque coté :
C’ était donc trés long a écrire. Et on n’a

(x+52=64(=8) adopté la notation concise qu’a partir des
années 1500-1600. C’est la notation qui est
vous prenez la racine, ¢a fait : restée jusqu’a nos jours.
X+5=8(oux+5=-8) les équations polynomiales
d’'ou Les équations polynomiales ont été le point
Xx=3 (oux=-13). de départ de l'algebr€e sont les équations
de la forme :

Vous voyez que I'équation du second degré
est relativement simple & résoudre, au moing, X" +a, X1+ ... +a,x2+a; x+a,=0
guand on la regarde sur cet exemple.
ag, a1, &y, ... Sont des quantités données, x
Et puisque vous savez résoudre une équaté&ant I'inconnue, et le degré de I'équation.
particuliere comme c¢a, vous pourrez sans dif
ficulté résoudre I’ équation du second degré C’est une généralisation des équations de
en général, celle qui figure un peu plus hautdegré 1 et 2. On peut imaginer une équation
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de degré 3, 4, etc. Ces équations ont vraim&ttquand quelqu’un connaissait une solution
été le moteur de |’algebre a travers les générale a un probléme, il se gardait bien de
siécles, jusqu’au siecle dernier la divulguer ou de la difiser Aujourd’hui, au
contraire, on est vraiment encouragé dudif
La résolution de I’ éguation de degré 2 est ser ses résultats, a les publier. Mais a
connue depuis I'antiquité bien que le preblé’ époque, ce n’était pas du tout le cas, les
me ait été repris par ce mathématicien araf#solutions des problémes, c’était gardé
et toute I’ école arabe. Les solutions se pré- secret : ¢ca permettait de gagner des concours.
sentent sous cette forme :
C’est Tartaglia qui a résolu cette équation de
b+ b2-4ac dfa,gré 3 : on lui avait pose plusieurs dizaines
d’équations de degré 3 a résoudre et comme
2a c’était impossible a faire en tatonnant comme
c’était alors I'habitude, il a imaginé une solu
\Vous voyez apparaitre une racine carReir tion, pour la premiere fois, ce qui était un
ceux qui ont vu ¢a au lycée, c’est bien conmgritable tour de force, pour résoudre I'égqua
sinon on peut la retrouver, de facon simple tion générale de degré 3.
comme dans I'exemple traité ci-dessus.

Cardan était médecin, astrologue, mathémati
Pendant des centaines d’années, on état liien. |l s’est intéressé a ces questions, et il a
té au degré 2, on ne savait pas résoudre les insisté pour que Tartaglia lui donne la solu-
équations de degrés plus élevés. Et c’est au tion, jusqu’alors gardée secrete. Tartaglia
16mesiecle, en Italie, qu'on a enfin pu la lui a donnée, en lui faisant jurer de ne
résoudre I'équation de degré 3 : répéter cette solution a personne. Mais juste

apres avoir eu la solution de Tartaglia,

x3+px+q=0.

3 3
Plusieurs noms de mathématiciens sont atta- \/ pj + f + 9 \/
chés a cette résolution : Ferrari, Tartaglia et
Cardan. A I'époque, les chercheurs en mathé
matiques ne publiaient pas leurs résultats Cardan s'est empressé de la publier dans un
comme aujourd’hui : on faisait des mathémévre ... vous voyez qu’ils n’étaient pas tou
tiques pour s'amuser, c’'étaient des jours tres honnétes a lI'époque.
challenges. Untel posait un probléme de
mathématiques a son adversaire, et |’autre Ce livre s’appelleArs Magna et vous voyez
devait résoudre le probléme. A laclef, il y [Iinjustice des gens, puisque maintenant cette
avait des sommes dgent, des repas au resformule s appelle Formule de Cardan alors
taurant, etc. qu'évidemment, on devrait I'appelEprmule

de THrtaglia. Ce n’est absolument pas Cardan
Les problémes qui étaient en vogue a cette qui a trouvé cette solution.
époque, étaient des problemes de degré 2 ou
3, des équations polynomiales avec des-co¥bus pouvez résoudre |’équation de degré 3
ficients précis, par exempkd + 10x + 4 = 0. en général : il vous siilf de retenir la formule
Et celui qui était en face devait donner les encadrée, c’est I'équivalent de la formule de
solutions. résolution de I'’équation du second degré.

[Cest un probléme difficile, si vous voulez Ici vous avez quelque chose de similaire, bien
essayer de le résoudre vous méme, vous \aar un peu plus compliqué, pour le degré 3.

rez que c’est loin d'étre évident, au moins On voit apparaitre des racines cubiques
pour le degré 3.] puisque I'équation est de degré 3.
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Ce livre a eu un retentissement extraordinaires se sont dit : on va chercher la racine
al'époque : c'est la premiére fois, en 1547, cubique de 2 <«ette chose bizae V-121. Je
gu’'on a fait quelque chose de mieux que lgsus la donne, cette racine cubique c’est :
Anciens, c’est-a-dire les Grecs.
2 +v-1.

La mathématique grecque était tres dévelop
pée, en géométrie, en algebre aussi, d'une En efet, si vous élevez au cube cette somme
certaine fagon, et 13, c’est la premiéere fois de deux termes, vous développez ce cube :
gu’il y eut une nouveauté en mathématiques,
un vrai probléme difficile, quinze cents ans 28+ 3.24-1+3.2.¢-1)2+ (V-1)3
aprés Jésus-Christ.

vous obtenez
Le degré 4 a aussi été résolu a la méme
époque, par le domestique de Cardan. Les 2+1+-1
domestiques travaillaient avec leurs maitres.
Ferrari est entré a I'dge de quatorze ans dajys est bien 2 +/-121 parce quel? = 121 et
la maison de Jéréme Cardan. Il s’est mis towrt sort de la racine le 121 qui et un carré.
de suite a faire des maths et, quelques annBPesic la racine cubique de ce que je cherche,
apres, il a résolu I'équation de degré 4, rége I'ai, sans dificulté, et si japplique la for
lution qui figure dans ce méme livre Ars mule de Cardan, sans réfléchir, j’ai bien :
Magna ou il est bien mentionné que la solu
tion a été trouvée par Ludovico Ferrari. 2+V-1 + 2-/-1

En quelques années, on avait réussi a et ¢a fait bien 4.
résoudre le degré 3 et le degré 4!
Ainsi, en manipulant des expressions qui
les nombres complexes n'avaient pas de sens a I'époque, comhie
on arrive quand méme a donner les solutions.
A cette époque, il est apparu quelque chose
d’un peu bizarre. Mla un exemple. Je donneéevidemment, beaucoup de gens ont médité

une équation de degreé 3 : sur cette question profonde. [Pour ceux qui
sont maintenant en Terminae, V-1 c'est le
x3=15x + 4 nombre i, ¢’est un nombre complexe, un

nombre imaginaire.] Pendant des siécles, on a
Si je veux appliquer la formule “de Cardaneu du ma a accepter que ces nombres exis-
je n'ai qu'a remplacep par - 15 eqy par - 4 ; tent vraiment. Méme au XVIII° siecle, il y
c'es tres simple, on applique la formule, et avait des gens qui avaient du mal a
on a la solution. Mais s je fais ca sur cette |'admettre. Mais en mathématiques on est
équation, il apparait un nombre négatif sous obligé de progresser comme ¢a, de fagon
la racine carrée. Prendre la racine cubique audacieuse, on a besoin d'introduire des
d’'un nombre négatif, ca ne pose pas de priombres nouveaux.
bléme, mais la racine carrée d’un nombre
négatif ... ca pose un probléme. Vous connaissez |les rationnels, les nombres
relatifs, ce sont des classes de nombres qui
Et pourtant, si vous traitez cette équation stemboitent les unes dans les autres, et c'est
tatonnant, vous voyez qu’elle a des solutioresy travers des équations al gébriques que
par exemple, x = 4 ... Pour arriver a cette toutes ces classes ont vu le joomt été ima
solution avec la formule de Cardan, il y a urggnées par les mathématiciens. Ca c’est un
espece de tour de passe-passe, qui ne génait nouvel aspect de I’algébre : la création de
pas les algébristes d’'alors. nombres nouveaux.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994



page 235

les systéemes de nombres faire le rapport de deux fractions) ; de méme,

et les structures algébriques R est un corps (on peut toujours diviser
comme on veut danR, sauf par 0). En pro

Qu’est-ce qu’'un systéme de nombres ?Le gressant de cette fagcon, on obtient des

premier systéme pour faire des mathéma- ensembles de plus en plus sophistiqués, de

tiques c'est I’ensemble des entiers, N. Les plus en plus gros.

entiers : 0, 1, 2, 3,4, 5 ... Cet ensemble,-lors

qu'on le munit de deux lois, une addition dta encore, dans R, il y a une difficulté :

une multiplication, (c’est-a-dire je peux addi’ éguation x2 + 1 = 0 n’a pas de solution

tionner ou multiplier des nombres entre euxy’ est le probléme de tout a I’ heure, celui

on I'appelle une structure algébrique. devV-1). [On se demande quand on va s'arré
ter ...] Enfin, on construit le corps C,

Une structure algébrique, ¢’est un ensemble I'ensemble des nombres qui s’écrivent i b

muni de lois. ouaetb sont des réels & vaut -1.

N, c'est le tout premier ensemble, muni des Et la enfin, on peut s’arréter parce dDeest
lois + etx. Mais malheureusement, I'équatiomlgébriquement clos. Toutes les équations
X + 2 = 0 n'admet pas de solution : il n'y golynomiales a coefficients complexes ont
pas d’entier (positifx tel quex + 2 = 0. C’est des solutions. On n’a pas besoin d’aller eher
ce qui a conduit les gens a inventer un nouwatler un ensemble de nombres encore plus
ensemble de nombres qui est I'ensemble dexphistiquéC’est ce qu’on appelle lhéore-
entiers relatifsZ. La, x + 2 = 0 posséde uneme fondamental de I’ algébre, qui remonte a
solution, c’'est - 2. Gauss, d Alembert. On a fait des construc-
tions successives, et enfin, on a pu s’arréter
Et malheureusement il y a encore d’ autres
équations comme 8+ 2 = 0 qui n'ont pas de Ve ~N
solutions dans Z. Donc, nouvel ensemble a 4 )
imaginer I'ensemble des rationnelQ, c’est-
a-dire toutes les fractions : 3/7, - 2/5, ...
avec ¢a vous pouvez résoudre toutes les X commutative
équations du premier degré : N

0.1.2.3.4.5. ...

+ commutative

ax+b=0@0Q* b0 Q). ¥

X +a = 0 résoluble

z
Et, pas de chance encore, une équation i\ /_2
commex2 - 5 = 0 n'a pas de solution dans le 7ax+b=0résoluble 5§
rationnels.V5 n’est pas rationnel. On a don« \_ Q Y,
inventé R, qui est un peu plus difficile a Vs
construire. Ce sont les nombres que vous

avez I'habitude d’utiliserQuand vous voyez x 2 = a résoluble pour a positif
une droite, vous penseZ¥a: vous placez 0 et \ R J
1 et alors vous pouvez placer n'importe qu i 243
nombre réel.

C est algébriqguement clos :
toute équation polynomiale

Z, avec ses deux lois, est un anneauc’est L est résoluble. )
une structure algébrique dont je ne donne pas
le détail) ;Q est uncorps(on peut faire des[Mais attention, il existe des équations non
divisions, sauf par O ; on ne peut pas toujouakyébriques, commex2 0, qui n'ont pas de
diviser deux entiers entre eux, mais on peut solution complexe. On fait de I’algebre, ¢a
toujours diviser deux rationnels entre eux, signifie qu'on manipule des polynémes.]
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Des gens se sont amusés a construire des Mais il y a quand méme des équations parti

temes de nombres encore plus compliqués
comme les quaternionsC’ est comme les
complexes, en un peu plus compliqué : au
lieu d’avoir deux réels on en a quatet.il y

a des reégles comnié = -1, ici c’est un peu

culiéres qui peuvent se résoudre avec des for
mules, comme :

X2-1=0

plus compliqué, vous avez, k qui obéissent et de facon générale
a certaines regles qui ont été découvertes par

Hamilton au dix-neuvieme siéecle.

Il y a aussi lectonions les hypernombes
etc. On peut imaginer tout ce qu’on veut,

XP-1=0

Ces derniéres équations se retrouvent dans un
probléme géométrique, celui de la construc-

mais il faut quand méme que les choses seon d'un polygone régulier a la regle et au

vent dans la pratique, a résoudre des vrais
problémes scientifiques, en physique, en
informatique Les complexesc’est universk;

les quaternions s’utilisent aussi beaucoup.

Et il y a d’autres ensembles : lesrps finis
[Vous savez que R et C sont des corps, qui
ont une infinité d éléments.] Vous avez des
espaces vectoriels, des modules des
algebes toutes sortes de structures algeé-

compas.

vous disposez d’'une regle non graduée et
d’'un compas

Vous pouvez construire des objets géomé-
triques comme une droite (plutdt umrceau
de droite), un cercle ; pour une droite donnée,
VOUS pouvez trouver une paralléle, une per-
pendiculaireOn peut faire tout ¢ca avec une

briques qui sont utiles pour résoudre des pregle et un compas.

bléemes scientifiques.
'équation de degré 5

Pendant 250 années, on margue une pause.

On peut construire un carré, sur une feuille
non quadrillée bien sir. C'est plus difficile,
par exemple de construire un pentagone-+égu
lier. Les Grecs savaient le faire.

Aprés avoir résolu les équations de degrés 3

et 4, les gens se sont dit : on va résoudre

'équation de degré 5. Et la il y a eu unrc

bléme. De Cardan jusgu’a Lagrange, on n'a

pas réussi a résoudre I’ équation de degré 5.
Mais personne ne doutait qu’ on puisse le

faire un beau jourc’était simplement ... plus

compliqué.

Vers les années 1820, un jeune mathémati-
cien norvégien a apporté une réponse tout a
fait étonnante a ce probléme : il a montré
qu’il n'y a pas de formule pour le degré 5,
avec des racines cubiques, des racines qua-
triemes ou des racines cinquiémes ...

Mais on ne peut pas construire le polygone

Lagrange avait déja soupconné qu'il y auraigulier a 7 cbtés. Il y a des polygones qu’on
un probléme, mais c’est Abel qui a montré geeut construire, d’autres pas, c’est un peu dif

fagon précise qu’il n'y a pas de formule

ficile a comprendre. Mais on s'est apercu a

comme on en avait pour le degré 3. [Donc heépoque de Gauss que ce probléme géomé-

cherchez pas, c’est tout a fait impossible a
résoudrale facon généralg
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Le probléeme algébrique, c’'est tout simple- Ca a relancé l'intérét pour les équations algé
ment : briques : on voulait savoir quelles étaient les
équations comme celles-ci qu’on pouvait
résoudre I'équatiorP - 1 =0 résoudre.

p étant le nombre de cétés du polygone rédes groupes
lier & construire.

C’est Evariste Galois, un Frangais, qui est
On s’est lancé dans I'exploration de ces équaort a 21 ans dans un duel, qui a apporté
tions, polynomiaes, qu’ on savait résoudre vraiment la réponse définitive a tous ces-pro
depuis I'antiquité pour p = 3, 5, 15, 2", etc. blemes d’équations algébriques, en introdui-
Et en 2000 ans, aucun nouveau polygone sant des concepts véritablement nouveaux et
avecp premier autre que le triangle et le penprofonds comme la notion de groupe ou de
tagone, n'avait pu étre construit a la regle ebrps. On réécrit un probléeme numérique
au compasC’est Gauss, en 1799, qui a réusgomme une équation polynomiae) dans un
a construire un nouveau polygone, de 17 langage de théorie des groupes, C est assez
cOtés, a laregle et au compas. C’est beaucalystrait mais c’est ce qui a permis de déblo
plus compliqué, c’'est une construction trés quer la situation complétement.
lourde.

Le corps, vous en avez eu des exemples ; le
Gauss était un des plus grands mathémati- groupe c’'est aussi une structure algébrique,
ciens de tous les temps, et il a clairement a priori plus simple, mais qui a vraiment pris
compris que le probléme était rattaché a un de I'importance tardivement.
probleme algébrique : il a montré qu’on pou
vait construire tous les polygones réguliers Qu’est-ce qu’ un groupe ? Par exemple R

oup est premier , et satisfait : muni de deux lois, c’est un corpdais quand
je le regarde seulement muni de |’addition,
p=2"+1 c’est un groupe. Ca parait a priori plus

simple, mais en fait c’est une théoriefidife
et on peut aussi multiplier de tels nombres et vaste, simplement parce que, comme ils
entre eux, etc : mais piest premieril doit sont un peu plus simples que les corps, il en

s’écrire sous cette forme. existe une grande variétéoidi un exemple :
220+1=3 Je considére I'équation
2l+1=5
22+1=17 X4-x2-2=0
28 +1 =257
etc ... C’est une équation bicarrée : il n'y aqu’'un

carré et une puissance 4. Je vous donne les
[mais 2° + 1 n'est pas premier : il est divisolutions, et j'imagine que ces 4 solutions
sible par 641, et on se demande toujours silppellent x;, X,, X3, X4 ; la méthode de
existe un nombre de la forme 22" + 1, autre Galois, qui remonte aussi un peu a Lagrange,
que 2%+1, 2%+1, 22+1, 23+1 et 2%1, qui consiste & regarder les permutations des 4
soit premier lui aussi.] lettresxy, Xy, X3, X4 qui laissent invariantes les
relations satisfaites par les racines :
On peut résoudre pour p = 3, 5, 17 et 257

mais pas pour 7, 11, 13, etc : il 'y a par Xy = V2
exemple aucun moyen de construire a la regle Xy = -V2
et au compas un polygone régulier de 11 X3 =i
cotés. Xg = -
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Par exemplex; + X, = 0, etxz + X, = 0. Ce On appelle cette loi, le produit de deux-per

sont deux relations et je vais chercher toutemitations ; ¢’ est noté sous forme d’'un pro-

les permutations qui ne changent pas ces ralait, qui n’est pas commutatif, attention : s

tions. J'en donne juste une ou deux : vous combinez deux permutations dans un
ordre et les deux mémes dans |’autre ordre,

* La permutation identique ne change rien. ¢a ne donne pas le méme résultat.

* Quand jéchange 4 et 3, je ne change pasdaest donc un groupe non commutatif, il
relationx; + x4 = 0 : si j'échangeg enx, et contient huit éléments, il posséde une loi. Et
X4 €N X3, Ga vous donn&, + X3 = 0, c’est la c’est en regardant |a structure de ce groupe,
méme chose. en comprenant bien comment il marche,
comment les objets se combinent, que Galois
Il'y a des permutations qui changeraient les a pu répondre a toutes |es questions que se
relations : si j'échange 1 et 3, ¢ca ne marche posaient les gens sur la résolution des équa-
plus. On peut échanger 1 et 2, 3 et 4, etc : itigns par radicaux.
a quelques permutations que je peux faire
sans changer les deux relations qui sont ddans ce petit exposé qui s arréte vers 1830,
nées. Le groupe cherché est I’ensemble de toute I’algebre que vous pourrez voir
ces huit permutations : jusqu’au Bac et au-dela ... est déja présente.
Ce gue vous pouvez apprendre au lycée ou
méme en premiere année d’ université, c’est

oo Xk % XX . souvent des choses fondamentales, mais
* * * * * * * * qui remontent a assez loin dans I'histoire de
XX X3 X X3 X X1 X I’ algebre. Ainsi, la notion de groupe a
id (13)(24 presque 200 ans.
o XX o 8 X
X X X3 X4 XX X3 X1 X
(12) (1423 références :
XXX X3 X XXX X3 X Amy Dahan-Dalmedico et Jeanne Peiffer,
* * * * * * * * Routes et dédales, Librairie Scientifique et
Technique Albert Blanchard.
X1 X X4 X X3 X X X
(34) (1324 Mathématiques au fil des agdextes choisis
et commentés par J. Dhombres, A. Dahan-
o X X xoxX XX Dalmedico, R. Bkouche, C. Houzel et
* * * * * * * * M. Guillemot, IREM, groupe épistémologie
et histoire, publié chez Gauthier-Villars,
o XX Moo X X © 1987.
12)(34 (14)(23

Morris Kline, Mathematical Thought from
Le groupe, C’ est cet ensemble que j’appelle Ancient to Modern imes Oxford University
G, muni d’une loi : on ne peut pas ajouter dégess, New ¥rk, © 1972.
permutations, mais on peut les combiner. S
je fais une permutation, ensuite suivie d’urig L. van der VderdenA History of Algebra
autre, ca me donne une nouvelle permutatioBpringerVerlag, © 1985.
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