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autour de la cycloide

par Jean-Luc &fley

[NDLR : texte écrit d’apres I'enregistremen
sonore de la conférence donnée a I'Univers

de Cegy.]

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994

Dans le cadre de 'IREMe Paris VII, notre
groupe M:A.TH., a savoir “Mathématiques :
Approche par les Textes Historiques” s est
proposé de développer des activités d’ ensel-
nement dans le cadre des colléges et des
§pées, en faisant lire aux éleves des textes de
Fands mathématiciens. Nous tenons a ce
gu'il s'agisse de textes originaux, méme trés
courts.

Les mathématiques que nous avons
aujourd’hui ont une histoie, qui est étroite-
ment liée, comme I’ histoire des sciences, a
I'histoire de la philosophie, a I'histoire de
pensée humaine, a I’ histoire de la technolo-
gie. Cette histoire est importante parce que,
quand on vous présente les choses sous une
forme assez abstraite, souvent, vous vous
demandez d’ou ¢a sort. Or chaque concept a
une origine, qui a parfois été longue a se
dégagerqui a été longue a énger, et nous
pensons que ¢’ est une maniére d’ enrichir le
contenu des mathématiques, méme les mathé
matiques les plus élémentaires, que de les
situer dans leur histoire qui est écrite a travers
des textes.

a

A la demande de MPh.en.JEANS, jai sou
haité traiter un sujet qui va nous permettre de
parcourir tout le XVI1I° siécle, de rencontrer

des gens dont vous connaissez les noms, des
grands noms com-me Descartes, ou d autres

gue ne connaissez peut-étre pas, des noms de
mathématiciens qui ont apporté leur pierre a
I'édifice.

la cycloide

On |’a appelée I'Hélene des mathématiciens
pour dégager justement la fascination qu’elle
a pu exercer sur les mathématiciens. Je vous
rappelle gu'Héléne est la fille de Léda et de
Tyndare, et qu’elle est mariée a Ménékte

est d'une grande beauté, elle a été enlevée par
Paris qui était follement amoureux d elle et

ca a éé |’occasion de la guerre de Troie. |l

n'y a pas eu de guerre deoie a propos de la
cycloide, mais en tout cas elle a été tres-cour
tisée par tous les mathématiciens du XVII°
siecle.
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Blaise Pascal va jouer un réle trés importaBt roulement sans glissemega veut dire que
dans cette &ire. Il a écrit une histoire de lale point qui était en bas va se retrouver sur la
roulette: cette courbe n’avait pas été étudiaadrconférence a une distance exactement
dans I’antiquité. Or la géométrie grecque égale a la distance qui a été parcourue par la
n'avait pas écarté les courbes engendrées pare.

un mouvement. Archiméde a écrit un traité

sur les spirales, dont voici la définition aveBlaise Pascal |'a décrite ainsi, dans son

ses propres mots : “Histoire de la roulette” :
lorsgu’une droite tourne uniformément La Roulette est une ligne S commune,
dans un plan pendant que l'une de ses qu'aprés la doite et la ciculaire, il n'y
extrémités este fixe et qu’elleevient a en a point de si fréquente ; et elle se
sa position initiale, et si sur cetteaiie décrit si souvent aux yeux de tout le
en rotation un point se déplace monde qu’il y a lieu de s’ étonner
uniformément a pair du point fixe, le gu’elle n’ait point été considérée par
point décrira dans le plan une spirale. les anciens, dans lesquels on n’en
trouve rien : car ce n’est autre chose
Citons aussi la quadratrice d’'Hippias. Donc gue le chemin que fait en I’air le clou
on n’en était pas resté au cercle et a la droite, d’une roue, quand elle roule de son
ni méme aux coniques : 'Antiquité avait €tu mouvement ordinaire, depuis que le

dié des quantités de courbes. Et chose curieu clou commence a s élever de terre,
se, cette cycloide, qui se présente de maniére jusgu'a ce que le mouvement continu

tout a fait naturelle, n’avait pas été étudiée de la oue l'ait rappoté a tere, apres
par les Anciens. un tour entier achevé : supposant que

la roue soit un celte parfait, le clou un
une ligne si commune point dans sa caonféence, et la tae

parfaitement plane.
Il sagit d’ une roue, d'un cercle, d'une cir-
conférence, qui roule sans glissement sur une B. PascalHistoire de la Roulette
droite.Cette roue roule sans glissement :
jinsiste sur ces mots parce que ¢a va jouer
réle fondamental.

On considére un point lié a cette courbe et «
regarde la trajectoire que ce point va décrire.

Je peux, par exemple, supposer que je pars Quand la roue a fait un tour complet, le point
d’un point qui, quand la roue commence touoriginal est revenu au sol, on a donc des
ner est situé sur le sohu bout d’'un certain archesde cycloide qui se répétent, ce qui
parcours, le point occupera une position M. donne une courbe, avec des tangentes verti-

<<<<:@j@:i@:o;@i@:@.@.@.~t@1z@@;;; '

Il est probableque les Anciens ont remarqué
cette courbe et qu’ils ont considéré que c’est
une demi-ellipse.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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Toujours est-il que Galilée s'y intéresse. On

Il y avait des choses excellentes chez

dit que I'un des ponts de I'Arno (le fleuve quAristote, il y en avait d autres qui I’ étaient
coule a Florence) serait en forme de cycloideoins Et la science du XVII° siécle n"a pu

et non pas d’ellipse. Au début du XVII°
siecle, vers 1630, vous trouvez en ltalie les
mathématiciens et les physiciens les plus
célebres ; a cette méme époque, le Pére

émeger qu’en prenant de la distance avec
Aristote et méme en luttant contre ses théo-
ries. Il a fallu abattre un monumente
presque deux mille ans, il a fallu tuer

Mersenne, en France, s'intéresse a cette colwristote, se débarrasser de son influence, qui
be. C'était un esprit trés curieux ; il était ebloquait completement le développement des

correspondance avec tous les grands esprits
de son époque et immédiatement, il lance

sciences sur le plan idéologique.
des

guantités de gens sur la piste de cette courlbe paradoxe de la roue d’Aristote

trouvez ses ppriétés

Dans Les mécaniques, qui est un texte d'un

Je ne veux pas étre trop technique ; dans ébéve d’Aristote, on trouve |’ apparent para-

annexes, vous avez, en termes modernes, la
maniére d’ étudier cette courbe. On trouve
facilement ce qu’on appelle I’ équation para-
métrique de la courbe : en prenant un para-
métre t (qui est un angle) on arrive a expri-
mer en fonction de ce paramétrece qu’on
appelle les équations de la cycloi@a a :

X = X(t) ety = y(t), out varie.

C'est ce qu’on appelle I’ équation paramé-
trigue de la courbe. Cette équation paramé-
trique permet de décrire cette courbe, et on
peut par des techniques de calcufédéntiel
et de calcul intégral, en déduire les princi-
pales propriétés géométriques.

Mais au XVII° siécle bien sir les gens
n'avaient pas ces techniques ... on va voir
comment ils S'y sont pris. Commencgons par
un phénomene assez amusant, et qui est lié,
sinon a la cycloide, du moins a la notion
“rouler sans glisser”. C’est ce qu on appelle
le paradoxe d’Aristote.

Aristote (384-322 au.-C.)

Aristote est un penseur, un des premiers

doxe suivant.

Imaginons une roue qui roule sans glissement
sur une droiteElle fait un tour complet, et je
considére une petite roue, concentrique, liée a
la premiére : vous prenez une roue, VOUS
considérez le pneu et la jante. Il y a donc un
petit cercle qui tourne en méme temps que la
roue.

Quand la grande roue va rouler sur le seg-
ment, la longueur du cercle sera égale a la
longueur du segment. Or que se passe-t-il
pour la petite roue ? La petite roue, en méme
temps, a roulé sur une droite paralléle.

—-\

N

de

A chaque instant la petite roue roule sur le
segment [A’B’], on va revenir en B avec le
point A qui va lui @ nouveau se retrouver ici
au point le plus bas.

C

(2
N

L es distances parcourues étant égales, on en

scientifiquesll a fait une ceuvre considérableonclut que la longueur du petit cercle égale
d’organisation de la physique, des sciencesldg ongueur du grand cercle. C’'est un peu
la nature, importance qui s’est avérée ensduiitérigant : on a une démonstration du fait que

extrémement négative et lourde,
puisqu’ ensuite les textes d' Aristote ont été
considérés comme la “bible des sciences’
pendant tout le Moyen-Age.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994

deux cercles de rayons fdifents ont la méme
longueur

Alors qu’est-ce qui ne va pas ?
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il a glissé

Le petit cercle n’a pas roulé sur la ligne
comme le grand cercle qui a, lui, roulé sans
glisserSi vous avancez avec C, la distance
effectivement parcourue sera plus grande g
la longueur du cercle ; I’ explication c’est
gu’il y a glissement.

O J

et quand ce sera fait, qu'est-ce qui va se pas
Ca a posé aux gens des problemeficiléfs. ser ?
On va essayer de comprendre sur un petit
dessin comment ils ont essayé d'y répondr N
L’'idée, c’'est que le cercle a toujours été
considéré comme une limite de polygones.
Donc on va inscrire dans chague cercle un
polygone régulier et voir ce qui se passe.

Vvl

Imaginons qu’il y a un grand hexagone et L
petit hexagone.
Il va y avoir un trou avant que le cété suivant

~N ne vienne s’appliquer etBonc je vais avoir
des trous.
) ~ A
Pour que vous compreniez bien mon dessin, N\

il faut imaginer que j’a deux hexagones et
puis je fais tourner tout ¢a. Alors qu’est-ce
qui va se passer ? Voici ce que dessine Galilée :

Le premier c6té du grand hexagone vatoL &

ner et venir s’appliquer sur I'horizontale, pU|

le coté suivant va venir a la suite, etc. v
|\/b P\ Y Z T

B S

o E—

Ca explique, au niveau d un polygone, le
Que se passe-t-il maintenant pour le petit phénomeéne auquel on s'intéresse. Et ce qui
hexagone ? est amusant, c’est de voir comment les gens
ont essayé de se dépétrer de cette affaire-la.
Le premier cbté du petit hexagone va venir Jen parle parce que c'est un paradoxe clas-
s appliquer sur I'autre segment horizontal, sique, et il est lié a la cycloide.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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Le paradoxe de la roue est évoqué dans un expérimentales, I’ utilisation des mathéma-
trés grand texte de Galilée : les discorsj tigues comme langage profond de la science
c'est-a-dire les discours concernant deux (c’est aussi une des idées de Galilée), se sont
sciences nouvelles. “Les discours” est un heurtés a des résistances extrémement vives.
texte écrit en italien, en langue vernaculair€g texte est donc une attaque contre la sco-
ce qui est exceptionnel pour un texte scienkastique, représentée par Simplicius.
fique.

Dans la premiere journée Simplicius s'oecu
C’est une conversation entre trois person- pe activement du paradoxe d’Aristote. C’est
nages, qui s appellent Salviati, Sagredo, une occasion pour Galilée de donner son
Simplicius. C'est un tres, trés beau texte — explication d’ un certain nombre de phéno-
qui existe en traduction francaise — et dans menes. dus voyez bien que ¢a pose un-pro
lequel ces trois personnages vont parler de bléme trés important parce que plus le
science. Salviati et Sagredo sont des personmbre de cétés de nos polygones va aug-
nages qui existent. Salviati est un ami de menter plus ils vont tendre vers le cercle. On
Galilée, c’est un aristocrate riche (et Galilée va se trouver avec les infiniment petits par-
ira souvent chez lui. Ils sont trés amis). courus par le petit cercle ; il y aura toujours
Sagredo est un diplomate, et Simplicius est des trous, donc ce sera des infiniment petits
un personnage imaginaire. avec des trous. Il n’y aura pas de continuité :

on voit bien que le petit hexagone saute
Salviati va symbolisedéfendre, les idées dejuand le grand tourne. Salviati dit ceci dans

Galilée. les premieres journées :

Sagredo est un homme de bien, un homme Puisque nous voila dans des paradoxes,
ouvert, qui n'a pas d’a priori, pas de préjugé. voyons qu’il n’est pas possible de

Il joue le r6le declown blang c’est le person démonter que dans un continu
nage intelligent de I'histoire. I ne demande d’ étendue finie puisse se trouver un

gu’ une chose, c'est gu’on le persuade de la nombe infini de petits vides.

vérité scientifique de telle ou telle chose,

qgu’on lui explique les théories scientifiques. Est-il possible de démontrer que dans un
continu d’ étendue finie puisse se trouver un

Le troisiéme personnage, Simplicius, repré- nombre infini de petits vides ? [les petits

sente les érudits enfermés dans la tradition vides qui vont rester quand on passe a la

aristotélicienne. Donc Simplicius, c’'est tout limite]

ce que veut combattre Galilée, c’est-a-dire les

scolastiquesontre lesquels il se bat pour On prend un polygone avec un nombre de

faire arriver les idées nouvelles, idées nou- coétés de plus en plus grand. Pour le grand

velles qui sont : la Terre tourne autour du polygone, les longueurs (de plus en plus

Soleil c’'ed-adire les idées de Copernic, les petites) vont se succéder, d’ une maniere

idées nouvelles de la physique, I'existence dentinue.

satellites de Jupiteetc, toutes ces choses qui

bouleversaient la conception qu’on avait Tandis que pour le petit disque, il y aura une

alors du monde, qui bouleversaient les infinité de ce qu'il appelle des petits vides,

mathématiques, qui bouleversaient la phy- des figures de plus en plus petites correspon

sique. dant aux trous que vous aviez pour le petit
hexagone. Plus il y a de c6tés dans le pelygo

Il'y a eu des bagarres, il y a eu le proces de, plus il y a de troud_es trous sont petits,

Galilée, le lieu n’était pas d'en parler ici, il y aura une infinité de petits trous, cette 4infi

mais enfin, le renouveau de la science en nité de petits trous qui vont faire que I'on n'a

Italie, en particulier au plan des sciences pas rempli 'espace parcouru.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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Voici maintenant comment Descartes, a son

Pour ce faire, il utilise une méthode qu'il a

tour, explique le point de vue de Galilée sutécouverte simultanément avec le mathémati

ce paradoxe :

Ce qu’il dit pour trouver ces petits
vides est un sophisme car |’ hexagone
gu’il propose ne laisse rien de vide
dans |’espace par ou il passe et
chacune de ses parties se meut d’un
mouvement continu.

C'est un vra paradoxe quand on passe a la
l[imite. Quand on a compris le coup du petit
hexagone qui saute, ¢a va. Mais passer a la
limite, voila qui pose des problemes impor-
tant sur les quantités infinitésimales : ¢ca va
consister a couper les intervalles en un
nombre de plus en plus grand de parties de
plus en plus petites et par un passage a la
limite (pour ceux d entre vous qui sont au
lycée) d’obtenir des conclusionsiritroduc
tion de I'infini dans les raisonnements peut

cien jésuite Cavalieri. Elle s’appelle ...
la méthode des indivisibles

La méthode des indivisibles est une méthode
de comparaison d’aires qui repose sur le-prin
cipe suivant, connu sous le nom piencipe

de Cavalieri [NDLR : voir aussi page 64.]

Supposons que jaie deux surfaces comprises
entre deux lignes paralléles.

Et supposons que quelle que soit la maniére
dont on les coupe par des droites paralléles,

créer des paradoxes (Zénon) et les géometesdeux surfaces sont coupées suivant un

grecs le rejetaient. Ce nest qu au XVIII°

segment ou plusieurs segments dont la

siécle que I'on a essayé s’apprivoiser I'infirsomme des longueurs ou les longueurs sont

avec I'émegence du calcul infinitésimal.
revenons a notre cycloide

Notre ami Mersenne (1588-1648), religieux
de I’ordre des minimes, est un personnage
trés actif, qui joue un réle de premier plan
dans la vie scientifique frangaise. Dés qu'il

égales.

La méthode des indivisibles consiste a
conclure que ces deux surfaces — hachurées
sur la figure — sont égales.

De nos jours, on prendrait des petites
tranches, on dirait que les surfaces sont

entend parler de la cycloide, il se passionneg@prochées par des petites tranches qui sont
une correspondance avec Galilée et de-nofen gros) égales, et qu’on peut calculer I'aire

breux mathématiciens et il propose les pro-

a l'aide de ces petites tranches, par passage a

bléemes fondamentaux qu’on se pose en gém limite en augmentant le nombre de points

métrie, pour une courbe :

» Est-ce qu'on peut calculer I’aire qu’elle
limite ?

» Est-ce qu’on peut déterminer ses tan-
gentes?

de décomposition.

Ce principe se situe au niveau du calcul-inté
gral (c’est au programme deffminale), mais

bien avant I'invention du calcul intégral : on
considere lendivisibles qui sont des choses

Mersenne, donc, lance les mathématiciens s n’ont pas d'épaisseuet qui ne sont pas

le calcul de I'aire limitée par une arche, et
c’'est un mathématicien francais, Roberval
(1602-1675), qui résout ce probleme : il

réduites a un segment

Et on considére la surface comme la réunion

montre que l'aire d’'une arche de cycloide edé toutes ces quantités indivisibles. (On peut

égale a trois fois I’aire du cercle générateur
(1635).

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994

donner & ¢a un sens tres clair dans le cadre du
calcul intégral actuel.)
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I'idée de Roberval On sait que I'aire du demi-cercle est égale a
(1/2)yR? et I’aire du rectangle (largeur 2R,

L'idée de Roberva est tres remarquable. On longueurmR) est 21R2,

part de la position initiale du cercle généra-

teur Maintenant, nous n’avons plus qu’'a dire que
I”aire de la demi-arche de cycloide, ¢’ est
B__ p |’aire limitée entre la cycloide et sa com-
//4; \\ s : s pagne pluslaire sous la compagne :
. r
|
. | A\/q q . I,_’aire Iir_nitée sous la compagne est la moi
\ / / / P tié de I'aire du, rc_actangle pwsqu’e,lle aun
N 17 4k centre de symétrie, donc elle est egatia
F n y - 7 .
S  L’aire limitée entre la cycloide et sa com-

pagne est la méme que l'aire du demi-cercle

(c’estla méthode des indivisibles) donc c’est

Le principe consiste donc a découper le TRY/2

demi-cercleAB en un certain nombre de par

ties égales et a découper I'intervalle sur TIR? + (1/2)TR?, ¢a fait donc bien (3/2)TR?,

lequel la roue roule en un certain nombre deest-a-dire que I'arche compléte ¢’'est 3R,

parties égales entre elles aussi. Ca donne dest-a-dire trois fois I'aire du cercle généra

pointsk, F, etc, d’une part et les points, N, teur.

etc d’autre part. Puisqu’il y a roulement sans

glissement ces longueurs sont chacune égadedémonstration est simple, si 'on admet le

a chacunele mets icg, f, etc. principe des indivisibles, et donne un résultat
spectaculaire.

Ensuite on meéne par E la paralléle a AC

j’obtiendrai un point m a la verticalle de M La cycloide a ainsi été I’ occasion d’un beau

puis de méme j'obtiendrai ici un pointpuis résultat, mais il restait encore des quantités de

etc ; alors, on retire la longuebe a partir de problemes sur cette courbe. Par exemple,

m, on obtient un pointT, ensuite on retire la Roberval détermine les tangentes a cette

longueurFf & partir den, on obtient un point cycloide par une méthode cinématique tres

n, etc. simple.

Il est facile de voir que |I’on décrit ainsi la Et c’est ici qu'intervient un personnage que

cycloide, et il est facile de voir ce que vont vous connaissez déja : Blaise Pascal.

décrire les points, n, etc : ces autres points

vont décrire une sinusoide (pour ceux qui Blaise Pascal (1623-1662)

savent ce que c’est, c’est facile a voir par pro

jection). Blaise Pascal est bien sdr un philosophe, mais
aussi un scientifique, et (on I'oublie trop) un

Donc si je résume mon petit dessin, j'ai le scientifique de trés haut niveau.

demi-cercle, la demi-cycloide, et la courbe a

laquelle je viens de faire allusion, que Il est le premier & faire des théories sur le fait

Roberval appelle la compagne de la cycloidgue la pression atmosphérique diminue avec
l'altitude. Il est allé lui-méme faire des expé

Il est facile de voir que cette courbe admet urences au Puy de D6me pour |e constater.

centre de symétrie et que l'aire limitée entié écrit un traité de I’ équilibre des liqueurs

cette courbe et la cycloide est égale al’aire dans lequd il expose ses théories en hydro-

du demi-cercle. statique.

Congres “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994
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un remarguable mathématicien Toujours est-il que |4, pour Pascal, c’est
ambigu puisqu’ il va proposer un prix aux

A son arrivée a Paris en 1631, Pascal se trotethématiciens en leur disant : est-ce que

ve plongé dans le milieu scientifique parisievous savez le faire ? Les termes du prix sont
(son pére, Etienne Pascal, lui aussi mathéntigés clairs, et il est fait sur ses propres
ticien, est un proche de Mersenr&)n traité deniers, c’est-a-dire que la somme qui va étre
des coniques, écrit a 17 ans, est fondamemtahnée, c’est lui qui la payera.

dans la genese de la géométrie projective. Et

rappelons aussi qu'avec l'aide de son pereQk défi aux mathématiciens commence ainsi :
construit a partir de 1642 sa machine arith-
meétique, premiére machine mécanique de
calcul ; le choix du nom de Pascal pour dési

gner un langage informatique trés performant

Nous étant occupé il y a quelques mois
de diverses questions touchant la
cycloide et son centre de gravite,

est un hommage a ce précurseur. La corres-
pondance qu’il échange avec Fermat en

1654-55 est I'acte de naissance du calcul des

probabilités. [NDLR : a ce propos, voir
I'article de Claude Dellacherie, page 207.]

Mais venons-en a la cycloide. En 1657,

plusieurs problémes vinrent se
présenter a notre esprit. Nous en
demandons instamment la solution aux
géometes les plus illuses de l'univers,
offrant [...] un prix, non pour
rémunéer leurs efforts, loin de nous
cette pensée, pour leur témoigner Botr

Pascal s’était détaché des sciences et était tres déféence et rendre publiquement
proche des jansenistes de Port Royal, qui hommage a leurs mérites.
commencaient a étre persécufasus la pres
sion de ses amis, il veut montrer qu’un jansiée délai échu, Pascal considére que personne
niste peut étre un trés grand scientifique, emila effectivement pu résoudre les problémes
va le faire de maniére trés spectaculaire. La posés ; le prix ne sera pas attribué et il va
tradition veut que c’est lors d une insomnie publier ses solutions, sous un pseudonyme,
provoquée par une rage de dent, qu'il a Amos Dettonville. Ce sont lesettres conte-
découvert d’'importantes propriétés mathémaant quelques unes de ses inventions de-géo
tiques nouvelles de la cycloide, liées a des métriequi contiennent la résolution de tous
considérations infinitésimales. les problemes touchant la roulette qu'il avait
proposés publiguement au mois de juin 1658
En juin 1658, il va défier les mathématiciens
de son époque de donner les démonstrati®@isWren (1632-1723)
d’un certain nombre de résultats qu'il a ebte
nus sur la cycloide. Ce genre de défi était Parmi les réponses recues par Pascal, |'une
relativement courant au XVI° siecle : rappal’entre elles, bien que ne répondant pas aux
lons les polémiques entre Cardan, Tartaglia, questions posées, fit sensation. Son auteur est
De Ferro sur la résolution des équations du Wren, dont la réputation d’étre I'un des plus
JFreet du 4mdegré. grands architectes de son temps (on lui doit
par exemple la cathédrale Saint Paul a
Le pouvoir scientifique était alors celui que Londres) fait souvent oublier qu’il fut auss
j’a envie d appeler celui du “sorcier” : son un bon mathématicien.
pouvoir vient de ce gqu'il est seul a savéiu
contraire, comme vous le savez, de nos jours
C’est tOUt Ie Contl’alre dans Ie monde SCI‘entl ........................................................
fique.Le pouvoir vient de la priorité de la [NDLR : a propos de Cardan, Tartaglia, lire
publicationdu résultat et de sa diffusion. I’article de Jean-Paul Cardinal, page 231 ;
C'est la le passage du “sorcier” au scienti- a propos du monde scientifigue moderne, lire
figue moderne. I'article de Thierry Coulhon, page 19.]
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Wren donne la solution d’un probleme auquék garder I’ heure (il était hors de question

personne n'avait pensé, factificationde la d’emporter des clepsydres !).

cycloide : la longueur d’'une arche de cycloi

de est égale a huit fois le rayon du cercle Huygens se pose alors le probléeme suivant :

générateur on va imposer des contraintes a ce pendule en
mettant ce que les horlogers appellent des

Ce résultat, tres surprenant dans sa simplicj@yes, des parties métalliques : quand le-pen

était contraire a I’opinion admise implicite- dule va bougerson fil va venir s’enrouler sur

ment. Descartes, par exemple, pensait que cette partie, puis partir tangentiellement.

guand on a une ligneourbe la longueur de

cette ligne courbe n’est commensurable a

aucune ligne droite liée géométriquement a

construction de la figure. Il pensait évidem-

ment au cas du cercle, dont la longueur n’e

pas commensurable au rayon, et pensait que

la propriété est générale, liée précisément a la

courbureBien entendu, le résultat de Wren, Les joues I'obligent a se plieit continue sur

fournissait un contre-exemple. la tangenteHuygens se demande quelles sont
les joues gu'il faudrait choisir pour obtenir un
isochronie mouvement qui soit strictement isochrone

mathématiquement, ¢ est-a-dire pour obtenir
L’ histoire de la cycloide n'est pas finie. On qu’effectivement il y ait isochronisme des
tombe sur un autre type de préoccupations, battements du pendule.
avec un grand mathématicien, Huygens.
Il trouve quoi ? Une cycloide !
Christiaan Huygens (1629-1695), d origine
hollandaise, s était beaucoup intéressé aux |l a cru qu'il allait gagner beaucoup d¥ent,
travaux de Pascal, mais va intervenir dans car le probléme des longitudes était un pro-
I'histoire de la cycloide a propos d’un problébléme d’'une grande importance économique.
me d’horlogerie. En fait, il a résolu un probleme théorique ce
qui lui a permis de poser un autre probléme
En mer par exemple, pour calculer une latitugui est un probléme de mathématiques, de
de il suffit de mesurer la hauteur du soleil. géométrie :
Donc avec un angle, smplement, vous pou-
vez repérer votre latitude mais vous ne-poO@n part d’ un point sur la courbe, on a une
vez mesurer votre longitude que si vous-poiicelle et on I'enroule, on a un point fixe de
vez comparer I'heure qu'il est, I'heure localesette ficelle, on enroule cette ficelle sur la
a une heure de référence, par exemple celle courbe en tirant. Jai un point fixe sur une
du point de dépar§’est donc posé le proble courbe, je prends une ficelle, je prends un
me de transporter son heure d’origine, donc point de cette ficelle, et je déroule : quel va
d’ avoir des horloges suffisamment stables étre I’ensemble décrit par le point de la
pour pouvoir conserver une heure donnée. ficelle ? C’est ce qu’on appelle la développée
de la courbe initiale.
Le probleme principal, c’est d’ obtenir I’iso-
chronisme des battements du pendule. En Et quand on part d une cycloide, qu’ est-ce
premiére approximation il y a isochronisme qu’on trouve ? Une cycloide ! On retombe
des petites oscillations mais, au bout d’un encore sur une cycloide !
certain temps, et si le pendule a un mouve-
ment grand, il N’y a plus isochronisme et On a cette propriété mathématique : la déve
dans ce cas vous ne pouvez pas €tre certain loppée d’'une cycloide est une cycloide.
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Voila donc encore la cycloide qui réapparait courbe, mais il est soumis a son propre
dans un probléme qui est encore cette foispoids: on le lache sans vitesse le long de la
tout & fait diférent. courbe. Imaginez que la courbe est une
gouttiére, et le point pesant une bille de
Et ce n'est pas finiTout le monde s’est inté métal; il va suivre cette gouttiére, et des-
ressé a cette courbe qui possede vraiment desdre le long de la courbe, jusqu’au point B.
propriétés magiques et multiformes.
Entre temps, se sont dével oppées des tech- A
niques mathématiques tout a fait nouvelles,
du coté des Anglais avec Newton et son
école, du coté du continent, avec Leibniz et
les fréres BernoulliC’est le début d’'une neu
velle branche des mathématiques, qu’'on
appelle le calcul infinitésimal ; il va s’élabo B
rer a partir d'exemples de plus en plus géne
raux, au XVII° siécle, et culmingvers 1675-
1680, avec la création de ce qu'on appelle Le probléme qu’on se pose est :
actuellement le calcul dérentiel et intégral.
guelle est la courbe joignant A et B telle que
L’analyse de Descartes ramenait I’ étude le temps de descente soit minimum ?
d’une courbe a I’ étude d’un polynéme, ce
gu’on appelle I'équation de la courbe. Le-cal’intuition nous conduirait peut-étre a penser
cul différentiel et intégral s'applique a des que la courbe de plus rapide descente est le
équations — ou, comme on dira bient6t, a dssgment [AB], mais I’intuition nous trompe,
fonctions — ce qui donne un outil extréme- car nous confondons implicitement distance
ment puissant pour attaquer des quantités etedemps de parcours !
problémes. Au point que ca va tuer la géomé
trie pure pour un temps : les problemes de Ce n'est pas un probléme évident parce que
calculs de longueurs et d’'aires se traitent pgwand on veut le formaliser en mathéma-
le calcul intégral, les problémes de tangentiques, si j'appelle y = y(X) I’ équation de la
se traitent par le calcul €#rentiel. Ces nou courbe, le temps est donné par I’ intégrale
velles méthodes sont vraiment opération- d’une expression dans laquelle figure la fonc
nelles a la fin du XVI1I° siécle et donnent tion inconnuey(x).
d innombrables résultats nouveaux (publiés
par exemple dans le journatta Ewuditorum le calcul des variations
de Leipzig fondé par Leibniz).
L’ étude de tels problémes constituent le
la courbe brachystochrone calcul des variationsCela consiste a trouver
parmi une famille de courbes, celle pour
Il'y a un probléme qui la encore fait intervdaquelle une quantité liee a chaque courbe est
nir tout le gratin des mathématiques, c’est feBaximum ou minimum.
probléme de ce qu’'on appelle la brachysto-
chrone, posé par Jacques Bernoulli vers Par exemple, si on se donne des courbes
1696-1697. fermées de longueur donnée, et si on veut
trouver celle qui va limiter la plus grande
Le probléme est le suivant : on prend un surface, c’est le cercle. On le savait tout a fait
point A, un point B, on suppose un point intuitivement depuis bien longtemps, mais la
pesant qui va tomber en suivant une certaidémonstration parfaitement rigoureuse date
courbe, pour aller de AaB. Il est lié ala de lafin du XIX° siécle.
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Des problémes aussi simples que celui-la séamtroue — le retour

des problemes ... difficiles ! Les problémes

de calcul des variations sont des problémes On peut S intéresser a d autres courbes, une

qu’on ne peut aborder ni en Terminale maniére de généralisation, pour terminer.

Scientifique, ni méme en DEUG. Quand la roue roule, au lieu de prendre un
point de la circonférence, on peut prendre un

Tous les grands mathématiciens de I'époque point qui soit a I'intérieur de la courbe : on

se sont intéressés a la brachystochrone : obtient ce qu’on appelle une cycloide rac-

Leibniz lui-méme, Jean, Jacques Bernoulli, courcie.

puis Newton envoient leurs solutions, et fina

lement Jacques Bernoulli d’un cg

Bernoulli de l'autre, (c’étaie

se haissaient), arrivent a |

Et quelle est la courbe brachystochrone ? Une

cycloide bien entendu ! C’est une cycloide &n peut aussi imaginer qu’on fixe un point

ce n'est pas du tout évident a démontrer  extérieurqu on cherche le mouvement d’'un
point qu’on imagine lié au cercle mais exté

Le caractére brachystochrone de la cycloide rieur au cercle : alors on obtient une cycloide

se vérifie expérimentalement. Vous pouvez allongée.

voir un modeéle d’'une telle expérience au

musée de la Villette, ou au musée-d-histeire

métalliques identiques, \sans vitesse initiale,
soumises a leur seul poids. On constate trés
clairement que la bille qui a suivi la cycloide
arrive enB avant l'autre. Et puis on peut aussi étudier ce qu’on appelle
les courbes cycloidales, plus précisément épi
La cycloide est la courbe isochrone pour le cycloidales ou hypocycloidales : au lieu de
pendule de Huygens, c’est la courbe brachyaire rouler un cercle sans glissement sur une
tochrone pour le probléme de calcul des droite, on peut le faire rouler a I’ intérieur
variations du temps minimum pour descenddéun autre et chercher le mouvement d’ un
d’un point a un autre. point du cercle. Il y a des jeux ou, au moyen
d’ engrenages, on réalise un tel mouvement.
Avec ca la cycloide a tout pour étre une Cela donne des courbes, dites hypocycloides,
vedette des mathématiques !

/VY\ engendre un
hypocycloide

W_Y\ qui se referment ou qui ne se referment pas

suivant que le rapport des rayons des deux
cercles est un nombre rationnel ou pas.
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engendre un
hypocycloide

engendre un
épicycloide

Et puis on peut aussi faire tourner le cercle
a |’ extérieur de I’autre ; alors on obtient
des épicycloides avec les mémes conditions
pour qu’ elles se ferment ou pas. Avec un
spilographe vous tracez ces courbes tres
facilement et vous pouvez modifier le rappo
des rayons des cercles.

Ces épicycloides jouaient un role important
dans I’ Antiquité dans I’ explication du mou-
vement des planétes par Ptolémée. Les
Anciens, dans I'explication des mouvements y
planétaires, " acceptaient que les cercles, et ANNEXES SuUr la cycI0|de

les mouvements uniformes sur ces cercles.

Les mouvements des planétes sont quand

méme beaucoup plus compliqués que ¢a, et  équations

pour en rendre compte ils étaient amenés a

considérer les mouvements des planetes qui  C’est la courbe décrite par un point M d’un
tournaient les unes autour des autres. On cercle de rayomR qui roule sans glisser sur un
obtenait ainsi des épicycloides. axeOx.

C’est ainsi que Ptolémée explique le mauvi
ment de Mars par exemple.
I’ observe, le mouvement de
surprenant puisque Mars gelquefois s’arrét
puis revient sur ses pas, puis repart. Pour
expliquer ¢ca avec des mouvements circulair
uniformes, il fallait étre trés malin, et
Ptolémée était trés malin : il a inventé des
mouvements cycloidaux superposés les uns Ainsi, I'arc NM du cercle est égal@N. Si on
par rapport aux autres. désigne pat une mesure de I'angle au centre
MCN, le pointM est défini par
Enfin en technologie, il y a des engrenages

cycloidaux.
rx=R(t-sint)
V_qlla, on a parcouru un moment du_ XVII i ﬁ‘y ~R (1 - cosl)
siecle sur une courbe nouvelle qui apparait ..
ce moment-la, on a fait de I'histoire, on a pu
voir des jolies démonstrations. La courbe est périodique ave® = 2 TtR.
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équation diférentielle la Cycloide ou Roulette : chronologie.
[ oD o e 1615 — Mersenne remarque la roulette et
y(ZR-y) dx=y dy propose |’ étude de cette courbe aux
savants.
aire
1635 — Roberval détermine |’aire d’une
L’ aire d'une arche est le triple de |’aire du arche (quadrature) de la cycloide et
cercle générateusoit 3T R2 construit la tangente en un point. Il
nomme la courb&rochoide
tangente
1638 — Galilée, dans s&iscorsi, étudie le
La tangenteMT au pointM est la bissectrice paradoxe de la roue d’Aristote.
de I'angleHMU, avecMH paralléle a la base1638 — Descartes et Fermat étudient la
etMU tangente eM au cercle générateur cycloide.
T 1644 — rricelli attribue a Galilée et a ses
U éléves la découverte et |’ étude de la
roulette.
S
M juin 1658 — Pascal, sous le pseudonyme
A H d’Amos Dettonville, met en concours la
détermination de centres de gravité de
surfaces et de volumes liés a la cycloi
O N P de.
aolt 1658 — Wren détermine la longueur
rectification d’'un arc de cycloide (rectification de la

courbe).

La longueur de 'ar&Mde la cycloide est le

double de la longueur MG. En particulier, la décembre 1658-janvier 1659 — Pascal publie

longueur d’'une arche est égale .8 ses solutions Lettres de ADettonville
contenant quelques unes de ses
inventions de Géométrie

1659 et années suivantes — Huygens
découvre les propriétés isochrones du
pendule cycloidal et fait la théorie des
développées et des développantes d’'une
courbe.

1697 — Jacques et Jean Bernoulli montrent
gue la courbe de descente la plus rapide
pour un point pesant (brachystochrone)
est une cycloide : c’est le début du-cal
cul des variations.
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EXPLICATIONDE LA ROULETTE.

« Nous posons que le diamétre 48 cercle AEFGB & ainsi toQjours également d’un espace a |'autre

se meut parallelement a soy - méme, comme s'il étpisques a ce que le diamétre soit arrivé en CD ; alors le
emporté par quelqu’autre corps, jusques a ce qu'il spdint A est monté en B/oila comment s’est formée la
parvenu en Cpour achever le demi-cercle ou demiligne A123D. Or ces deux lignes enferment un espace,
tour. Pendant qu’il chemine, le point A de I'extrémitétant séparées I'une de l'autre par tous les sinus, & se
dudit diamétre marche par la circonférence du cercle rejoignant ensemble aux deux extrémitez AD. Or
AEFGB, & fait autant de chemin que le diamétre, chaque partie contenué entre ces deux lignes est égale
ensorte que quand le diamétre est en CD, le point A @sthaque partie de I'aire du cercle AEB contenué dans
venu en B, & la ligne AC se trouve égale a la circonféa circonférence d'icelui ; car les unes & les autres
rence AGHBOr cette course du diamétre se divise esont composées de lignes égales, scavoir de la hauteur
parties infinies & égales tant entr'elles qu'a chaque A1, A2, &c. & des sinus E1, F2, &c. qui sont les
partie de la circonférence AGB, laquelle se divise mémes que ceux des diamétresM, N, O, &c. ainsi la
aussi en parties infinies toutes égales entrelles et digure A 4 D 12 est égale au demi-cercle AHB.la
parties de AQarcourues par le diamétre, comme il Egne A 1 2 3 D divise le parallelograme ABCD en

été dit. En aprés je considére le chemin qu'a fait lediéux également, parce que les lignes d’'une moitié sont
point A porté par deux mouvemens, I'un diamétre @gales aux lignes de I'autre moiti€, & la ligne AC a la
avant, |’autre du sien propre dans la circonference. ligne BD ; & partant selon Archiméde, la moitié est

Pour trouver ledit chemin, je voy que quand il est verdgale au cercle, auquel ajo(tant le demi-cercle, s¢avoir
en E il est élevé au-dessus de son premier lieu dugiedpace compris entre les deux lignes courbes, on aura
il est parti ; cette hauteur se marque tirant du pointug cercle et demi pour I'espace A 8 9 D C ; & faisant
au diamétre AB un sinus E1, & le sinus Verse Al ede méme pour |'autre moitié, toute la figure de la

la hauteur dudit A quand il est venu en E. De mémsgcloide vaudra trois fois le cercle.

quand il est venu en F, du point F sur AB je tire le

sinus F2, & A2 sera la hauteur de A quand il a fait Pour trouver la tangente de la figure en un point
deux portions de la circonférence, & tirant le sinus G8pnné, je tire dudit point une touchante au cercle qui
le sinus Verse A3 sera la hauteur de A quand il est ppasseroit par ledit point, car chaque point de cercle se
venu en G ; et faisant ainsi de tous les lieux de la aneut selon la touchante de ce cercle. Je considéere
conférence que parcourt A, je trouve toutes les hau-  ensuite le mouvement que nous avons donné a notre

teurs & élevemens pardessus I’ extrémité du diamére point emporté par le diametre marchant paralléelement
A, qui sont Al, A2, A", A4, A5, A6, A7 ; donc, afin a soy-méme. Tirant du méme point la ligne de ce-mou
vement, si je paracheve le paralelogramme (qui doit
toQjours avoir les quatre cotez égaux lorsque le chemin
du point A par la circonférence est égal au chemin du
diamétre AB par la ligne AC) & si du méme point je
tire la diagonale, j'ai la touchante de la figure qui a el
ces deux mouvemens pour sa composition, s¢avoir le
circulaire & le direct. Voila comme on procéde en
telles opérations quand on pose les mouvemens €gaux.
Que si on les avoit posez en quelqu’autre raison,
comme s I'on parcourt dans un temps I’espace d'un

pied, I'autre parcouroit dans le méme temps I’ espace

d’'un pied & demi, ou en autre raison, il faudroit tirer
les conséquences suivant ladite raison. »

Roberval,Traité des indivisiblegpp. 250-253.
d’avoir les lieux par ou passe ledit point A, scavoir la
ligne qu’il forme pendant ses deux mouvemens, je
porte toutes ses hauteurs sur chacun des diamétres M,
N, O, P,Q,R, S T, &je trouve que M1, N2, O3, P4,
Q5, R6, S7 sont les mémes que celles qui sont prises
surAB. Puis je prends les mémes E1, F2, G3, &c. & je
les porte sur chaque hauteur trouvée sur chaque dia-
métre, & je les tire vers le cercle, & des extrémitez de
ces sinus se forment deux lignes, dont I'une est A 8 9
1011121314 D, & lautre A123456 72 scai
comment s’est fait la ligne A 8 9 D ; mais pour s¢avaiNDLC : I'orthographe originale a été recopiée avec le
guels mouvemens ont produit I'autre, je dis que pen- plus grand soindu’a fait, diamétre mouvemensvoy;,
dant que AB a parcouru la ligne AC, le point A est etc) mais la petitesse du caractére, les s qui ressem-
monté par la ligne AB, & a marqué tous les points lent a des f et ... I’originaité de I’ orthographe ont
2,3,4,5, 6, 7, le premier espace pendant que AB pstit-étre fait qu'il y a des anachronismes dans cette
venu en M, le second pendant que AB est venu enthynscription.]
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la quadrature de la cycloide par Roberval
(Traité des indivisiblespp.250-253, une lec
ture moderne :)

Considérons le segment AC égal a la demi-
circonférence AGB du cercle générateur.
Partageons ce segment et cette demi-circon-
férence en une infinité de parties égales telles
queAM = AE. Soientm, n, etc ... les points
d’intersection des droiteSe Ff, etc ... avec
les perpendiculaires menéesMgN, etc ... a

la droiteAC; ces points sont les points d’'une
courbe appelée par Roberva la “compagne”

de la roulette [c’est une sinusoide].

Les pointsnt, n’, etc... des droiteEm Fn,

etc ... telsque Ee=mm, Ff = n'n, etc ...

sont les points de la cycloide ; en effet,
lorsque le centre du cercle générateur est sur
la perpendiculaire menée Nea AC alorsAE
=Mm, etc ...

La compagne partage le rectangle ABCDen

deux surfaces égales car chacun des segments
Mm, Nn, etc ... a son égal dans l'autre moitié.
D’autre part, I'aire entre les deux courbes est
égale a I’aire du demi-cercle AGB car la
somme des segmeritg, Ff, etc ... est égale

a la somme des segmentsn, n'n, etc ...

Par conséquent I’ aire sous la demi-cycloide

est égale a la moitié de I'aire du rectangle extrait de :

ABCDplus la moitié du cercle générateur,

c’est-a-dire aux trois demis de I'aire du cercliean-Pierre Clero, Evelyne Le Rest,

générateur La naissance du calcul infinitésimal au X¥/II
siecle

L’ astuce de ce calcul consiste en I'introduc- Jean-Pierre Clero - Evelyne Le Rest - Paris :

tion de la courbe compagne qui est de toute Centre National de la Recherche Scientifique,

évidence symétrique par rapport au centre @entre de Documentation Sciences

rectangleABCD. Humaines, 1984.
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