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Ie mZtier de Chercheuﬁuést-ce que faire de la recherche en

athZmatiques ?
par Thierry Coulhon Quand on sOapprete ~ rZpondre " cette -ques

. . ~ . tion, on a tout de suite tres rce quOon
[NDLR : texte Zcrit dOapres IOenreglstremgegen pose deux autres pewarce q

sonore de la confZrence donnZe ~ IOinaugura

tion du congres ~ [OUniversitZ de Gt Premisre question : qui suis-je pour en

parler?

La recherche en mathZmatiques, je suis payZ
pour en faire, mais je passe aussi mon temps
" ne pas y arriver ! Le voisin est plus fort ; et

il y a infiniment de collegues plus dignes que
moi pour parler de «a. &ls avez demandZ "
un pianiste de bastringue de vous expliquer

ce que cOest gleepiana

Deuxieme question qui fait peur : meme
lorsque cOest Glenn Gould qui parle du piano,
ou Pablo Casals qui parle du violoncelle, ce
nOest pas tellement intZressant ; il faudrait les
Zcouter jouer

La recherche en maths, «a se fait, «a peut se
montrer mais «a ne se dZcrit pas.

Je crois que si tout le monde raisonnait
comme «a, en disant que c@st une activitZ
mystZrieuse dont on ne peut pas padarne
parlerait pas de grand chose. Faire de la
recherche en maths, c@st un mztier comme

un autre, cOest une activitZ noble, comme il y
a d@utres activitZs nobles : la chirurgie, la
peinture, etc. Et on peut parler de toutes ces
activitZs. Or vous tes intZressZs par la ques
tion, parce que vous vous demandez peut-stre
si vous n@®n ferez pas un jour, et parce que
vous etes des contribuables potentiels.

Si les chercheurs en maths sont incapables de
vous dire ~ quoi ils sont payZs, je compren-
drais que demain, devenus contribuables,
vous hZsitiez ~ financer «a.

Je fais un effort, et je commence par parler
des aspects les plus concrets et les plus-quan
titatifs de la chose, les plus superficiels aussi,
en meme temps : je vous propose d@ntrer
dans une bibliotheque de recherche en maths.
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" quoi ressemble une bibliotheque de Ces pZriodiques sont ensuite classZs, et a fait

recherche en maths ? un volume de papier qui est ~ peu pres Zqui
valent "~ ce quQil y avait en face, cOest-"-dire

DOabord, il y a beaucoup de livres. les livres de savoir sZdimentZ depuis un cer
tain temps.

Il 'y en a vraiment ZnormZment. Alors
qu@vec 10 manuels en maths, tout ce que Si vous continuez, soit ~ vous balader dans la
vous avez appris jusquO prZsent, meme si  bibliotheque, soit = sortir dans lOuniversitZ et

VOUS stes tres intZressZ, «a devraitfset " regarder autour de vous, vous verrez quOil y
a des diches de congres, o des gens se-ren
Ensuite, ils sont classZs. contrent.

lls ne sont pas seulement classZs par ordre Vous verrez |” un certain nombre de gens, qui
aIphabZthue ils sont classZs par matieres.dBht payZs par des institutions : universitzs,

il nOy a pas seulement trois matieres N analgNRS, centres de recherche. Pour les univer
se, algebre, gZomZtrie N mais il y a une sitZs on peut se dire C cOest tres simple, cOest
ramification.Si on se balade dans les rayonan endroit oe les gens sont payZs pour ensei
on entend parler d@lgebre, de thZorie des gner et aussi ~ c™Zils font un truc mystZ
groupes, de thZorie des nombres, d@nalyse, rieux qui sOappelle la recherche E. Mais il y a
dOanalyse fonctionnelle, dOanalyse complebes, centres comme le CNRS : le CNRS
etc.Et dans chacun de ces rayons, il y a enat@xiste nulle part, ce n@st pas un endroit,

re des sous-rayons. Donc on s@pereoit, sim- cOest simplement une manisre dOstre salariZ.
plement en se baladant dans une bibliotheque

de mathZmatiques, et en nOy comprenant riésus comprendrez en parlant avec ces gens

que les mathZmatiques sont un paysage, un qu@s ont un rZseau mondial, que dans leur

paysage tres divers et tres ramifiZ. activitZ quotidienne, ils parlent avec des
Japonais, avec des AmZricains, avec des
Un paysage qui bouge. Allemands, etc, etc.

Est-ce que ces livres sont |, depuis long- un systeme dOZvaluation multiple

temps et pour IO0ZternitZ ? Est-ce que ce savoir

est figZ ? dut de suite, on part dans une autf@et article que vous allez lire dans une revue,

partie de la bibliotheque, o il y ades il a ZtZ Zcrit par quelquO(De quelquOun I0a

dizaines et des dizaines de revues. Et s on envoyZ " un comitZ de lectut@e comitZ de

passe " la bibliotheque le jour o« le courriefecture a dit Cc@st bon E ou C ce n@st pas

arrive, on sOapereoit quOil y a des dizainedde E, C «a doit «tre publiZ E ou C *a ne doit

revues qui arrivent. Dans ces revues, on-trquas «tre publiZ E, C+a doit «tre publiZ dans

ve des thZorsmes qui datent de six mois aupae tres bonne revue E, ou C dans une moins

ravant ou d@n an auparavant parce qud se bonne revue E.

passe un certain temps entre le moment oe on

Zcrit un article et le moment oe il est publiZll y a une hiZrarchie : ces revues, que vous

Mais +a date de IOannZe derniere ! avez vues les unes " ¢c™tZ des autres, certaines
sont considZrZes comme tres tres bonnes,

Le catalogue des articles qui sont publiZes dOautres comme tres mauvaises.)

dans les revues (+a sGppelle les maths

review$ cOest tous les mois un Znorme-volwec un peu d@xpZrience, vous allez com-

me qui arrive et qui comporte simplement farendre que les trois quarts de ce papier qui

liste des articles publiZs en un mois, avecdaive tous les mois n@ura pas d@venir, il

nom, le titre, et un court rZsumZ. COest-extera jetZ : dedans, on trouve des perles mais

ordinaire ! aussi des choses qui nOauront pas de postZritZ.
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Comment on entre dans ce systeme ? Godement Ztait liZ au Havre, je crois quOil est
de Normandie, et par sa femme, ou par un
C@st-"-dire comment on passe de |Gtat o+ copain, il connaissait quelquOun qui avait un
vous otes " 10Ztat o je suis ? En vieillissariateau dans le port du Havre ; son bateau fai
dOabord, mais il y a aussi des theses qui semtt la navette avec un port sothlque il lui a
rZdigZes, qui sont AraluZes, des rapports qui donnZ une lettre ; des annZes apres, il a ren
sont faits (on dit : C cOest tres bien E, C cCmdtZ le machmanuen soviZique qui avait
moins bien E, etc.) ; il y a aussi des carrierés lettre dans son veston. Voil~ comment on
qui se font, des recrutements, des promotioeemmuniquait. ,a se passe en 1945 ou 1947.
On vient de recruter = Cergy : on a dZcidZ En 50 ans, on a changZ le monde. Mais Oacti
que quelquOun Ztait peut-+tre meilleur que 68 mathZmatique, dans sa profondeur, elle,
autres, quOil nous intZressait plus. n@ pas tellement changZ La maniere dont
Godement rZ|Zchissait, dont il travaillait, a
Il y a une activitZ Znorme et cette activitZ changZ dans sa forme, mais elle nOa pas chan
repose sur des valeutby a du bon, il y a du gZ dans son fond. Je vais essayer de vous
moins bon. Prenons le point de vue du centdZcrire le fond des choses.
buable : il y a une Znorme activitZ, il y a aussi
de I@rgent, parce qu®n a besoin de craie, A partir de votre expZrience scolaire, juste en
dOordinateurs, de papier on a besoin dé-trextrapolant un peu, vous pouvez tres bien
salariZs, ce qui fait quand meme de d€air. imaginer ce quOest I0agrZgation par exemple.
Il y a beaucoup d@@nt, mais pas beaucoupCOest ce qui vous attend, en un sens : cOest un

beaucoup moins que pour la physique. examen, «a revient ~ faire des problemes tres
bien et tres vite, et © ma’triser les mathZma
Pourquoi tout «a ? tiqgues quOon enseigne, ~ stre capable dOensei

gner ~ nouveau ce quOon a appris.
Ce que je viens de dZcrire, cOest nouveau.
les sZminaires
JOai entendu une interview assez longue dOun
mathZmaticien qui s@ppelle Godement. Il a Ce que vous imaginez beaucoup plugiaif
eu une grande importance dans les mathslelment, cOest ce qui se passe dans un sZminai
|@pres-guerre et il dZcrivait la maniere dont re. Un sZminaire, c@st ce qudn voit sur les
il travaillait quand il Ztait jeune. affiches de la bibliotheque : C tel jour,
en 46-0, quatrieme Ztage, ~ telle heure
Il faut comprendre que, lui, il travaillait touil y a le sZminaire de ceci ou de cela E ; et
seul ; il y avait tres peu de sZminaires, il n@gns le couloir d® c™Z, il y a un sZminaire
avait pas toute cette industrie. de ThZorie des Nombres, un sZminaire de
Groupes de Lie, dOAnalyse Fonctionnelle ; et
Et il raconte quelque chose qui mOa beaucMaxchinva parler
frappZ Ses travaux Zaient paralleles ~ ceux
dOun mathZmaticien sothlque et Godemaites cette expZrience : allez dans cette salle.
(st apersu que ce qu(us faisaient Ztait tres

liZ. Enfin, on lui a parlZ dtel, etc. Vous entrez dans la sdle : il y a quelqu@n
3 qui explique quelque chose au tableau, un
Comment a-t-il communiquZ avec lui ? peu comme dans les cours que vous avez.

puis il y a une communautZ de gens en face.
[Moi, si je veux communiquer avec un col- Comme dans la classe, un certain nombre de
legue qui fait la meme chose que moi, je gens font attention, un certain nombre de
monte ~ |1Gtage, je tape sur le minitel je lui  gens ricanent au fond, ou bien ils font leur
dit CquOest-ce que tu fais ? etc E, je commaurrier : ils sont plus ou moins intZressZs, ils
nigue par mille moyens.] apprZcient plus ou moins.

Congrss OMATh.en.JEANSO les 7, 8, 9 mai 1994



page 22

A la sortie, ils vont discuter avec le coanremegardZ dans la liste de DEA, et jGi vu le
cier, le critiquer ou le flatter parce quO|Is enom de PisierJe me suis dit : C Pisiea me
esperent quelque chose (si le confZrencier eappelle une actrice de cinZma que j@ime

puissant). Et aussi, Zventuellement, discuter,

beaucoup E. COZtait son frere, les maths quOil

partir sur une question et travailler avec lui. faisait mOintZressaient aussi beaucoup, et puis

Ce que vous observerez en allant ~ ce
sZminaire, c@s que les maths, *a se fait en

il me sZduisait.

QuOest-ce qui se passe dans cette relation sin

communautZ. Il se passe quelque chose emjnéiere entre un patron et un Zleve ? ,a y est,

celui qui explique ses rZsultats (qui sont

il vous dit : C bon, tu vas faire une these avec

encore vivants, il vient de les trouver) et lagnoi, je vais te donner un sujet, tu vas regar
gens qui sont intZressZs, ou moins intZresslés tels et tels articles, et tu vas chercher dans
Ou excitZs, ou carrZment en transe par ce gaidomaine E.

vient dOstre racontZ.

Cette communautZ est hiZrarchisZe ; elle est
tres diverse. 1l y a des pontifes au premier
rang, qui dorment, ou qui ne dorment ph;z

Il'y a I" quelque chose dOextremement para
doxal, parce que le type que vous allez voir
sait infiniment plus de choses que vous.

a des vedettes, quOon regarde de c™1tZ (~aAperg pourquoi ne la rZsout-il pas tout seul

«tre le confZrencier, «a peut «tre quelquln
qui est dans la salle). Il y a les jeunes, aux
derniers rangs, qui essaient d@ttraper des
miettes. Comme toutes les communautZs,
cC@st donc une communautZ tres diverse,
humainement tres diverse.

le patron et son Zlsve

C@st la deuxisme chose tres mystZrieuse :
gue se passe-t-il entre un Zudiant et son
patron ?

Vous passez |@\greg, ou vous ne la passez
pas, et vous faites un autre dipl ™ne qui
S@ppelle un DEA. Vous cherchez ~ faire un
these,

cette question ? S@#it dZj", pourquoi vous
demande-t-il de la chercher ?

La eronse dOune certaine maniere, cOest que
ce qudl vous apporte c@st son epon ence,

mais ce quOil vous apporte ce nOest certaine
ment pas les rZpons&e quOil vous apporte,
cOest leguestionsOn a compris que la chose
importante dans la recherche en maths, cOZtait
cette communautZ.

Une deuxi*me chose importante cCst de
comprendre que

il est plus important de trouver les questions
gue de trouver les rZponses

" commencer la recherche en maths A
un moment donnZ, un peu comme en psyci@Oest comme en philo :

les bonnes questions

nalyse, on va voir quelquOun, qui vous presaht beaucoup plus importantes que les-mau
ou qui ne vous prend pasowts allez voir un vaises.

patron, votre tete lui reviendra ou elle ne lui

reviendra pas, et rZciproquement. Il consid&lors, qu@st-ce qu@me bonne question ?

rera que vous stes tres bon ou il ne considZréOest une question quOon peut rZsoudre, mais
ra pas que vous stes tres bon, il aura envie dgec sufisamment de mal, parce que si cOest
prendre un risque avec vous ou il nOaura pas facile, quel est IQintZret 2 L™ aussi il y a

envie.

Vous, vous aurez confiance ou vous nGurez

un grand paradoxe : pourquoi est-ce qu®n
cherche des questions qu®@n a du mal ~
rZsoudre, sans qu(@!les soient impossibles ?

pas confiance en lui, le secteur quOil reprZsRarce qu@iles sont intZressantes, mais " il
te. Le type de maths quQl fait vous plaira faudrait vous dire ce que c@st, des maths

pour des raisons, idiotes ou non : moi, jQi
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Que se passe-t-il dans un sVZminaire ? Pourquoi les maths «a n@st pas quelque
Que se passe-t-il entre un Zudiant et son chose de clos ? Vraisemblablement vous
patron ? nQ@vez plus cette sensation, qu@ le grand

Que se passe-t-il lorsque je cherche ? public.Le grand public ne voit pas comment
Lorsque seul ou avec un collaborateur, je *a peut stre ouvert, comment tout n@ pas
cherche ? Comme disait mon prof deupe, dZ~ AZ fait par Archimede, ou bien si ce
on ne se lsve pas le matin en se disant voitt@st pas par Archimede, au X1Xj siecle.
ce que je vais dZmontrexlors, comment on Comment, une fois qu®n a un certain
cherche, comment on commence, dans quel nombre d®utils de calcul de base, comment
univers on se situe quand on commence ? +a peut s@uvrir sur des choses nouvelles ?
Est-ce qu®n prend une feuille de papier, et  COest le plus grand mystere.
quelle est la question quOon inscrit ?

Je pense que vous connaissez dZj" la rZponse,
Ce qudl faut comprendre, c@st qudl y adu c@st I@ntZret de MATh.en.JEANS, vous
savoir : il y a des choses quOon sait, et il gagez que Si vous prenez une question au
des choses qu®n ne sait pas. Ce savoir est hasard, n@mporte laquelle, si vous me la
structurZ, il est Znorme, il a de grandes dirgusez, si vous la posez aux chercheurs qui
tions : il y a IOAnalyse Fonctionnelle, il y a sont I°, on ne sait pas rZpondre. , a c@st la
GZomZtrie DiZrentielle, il y a la ThZorie des/ZritZ.
Nombresll y a des grands langages. COest
vraiment comme de grandes langues, chad@inconnu est partout
de ces domaines. Moi, je ne peux pas prz
tendre que j@n connaisse un seul, je peux Il'y a ZnormZment de choses qui sont sues, la
baragouiner deux ou trois dZbuts de ces ldmbliotheque est Znorme. Maintenant, on
gages, et il y en a des dizaines. prend une question au hasard : |@endue de

ce quOon ne sait pas est bien plus grande que
Dans ces langages, il y a des problemes, il y@endue de ce qu®n sait. |1 y a donc une
des choses qui sont dZj" structurZes dZj~sAdontiere. On peut prendre des mzaphores
mentZes, il y a des choses qul®n sait (que guerrieres : il y a un front. A 1@rriere, on
vous pourriez apprendre comme vous appstructure le front, on 1®@rganise, on organise
nez les maths en terminale). la logistique, tout est nettoyZ, tout est propre,

on a de grandes avenues qui font |Giler-
Et puisil y a des questions. Ces questions retour avec le front et qui fournissent les
sont dZ” bien formulZes, bien dZfinies. Et munitions, etc. Et puis il y a un front, qui
vous avez dZj” compris que si on les rZsoagance, qui recule parfois. Chez nous il avan
ces questions, elles en sZcretent dOautres,desplut™, *a part dans diverses directions,
naturellement, tout de suite. mais en face, cOest vraiment IQinconnu.

une anecdote personnelle Il y a aussi undistoire et uneactualitZ

Gamin, je suis allZ chez mon coiffeur, et le LOhistoire.

coiffeur mOa dit, en me coupant les cheveux :

C quQest-ce que tu fais en maths, et quOdRbicearZ a Zcrit, au dZbut du siecle, les

que tu vas faire ensuite ? E J@tais vraiment mZthodes nouvelles de la mZcanique cZleste
tout gamin, je lui ai dit : C jOai fait les quatue bouquin Znorme qui a AZ un A/Znement.
oeratlons et maintenant je vois pas ce qu®rs rZcemment, des mathZmaticiens tres en

va faire dOautre. Comment est-ce quOon peirtte ont ZprouvZ le besoin de relire ce livre.
faire quelque chose dOautre, une fois quOtis w ont trouvZ des choses nouvelles et-intZ
|Gddition, la multiplication, la division, la ressantes. Pourtant les maths ont souvent ten
soustraction ? E dance ~ oublier tres rapidement leur histoire,
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contrairement "~ la philosophie, contrairemeriit en gZnZral, cOest comme +a quOon commu
~ dDautres disciplines : si «a date dOil y arifue vraiment en maths. On ne comprend

ans, cOest mort. Oui. Et non. Il y a des ZvZaenais, ou rarement, le dZtail des choses, sauf
ments phares, et des moments os on revient si on a examinZ IQarticle pour IQaccepter ou le
sur ce qui sOest passZ il y a longtemps, eteduser et encore E Derrisre ce formalisme,

se base dessus pour avancer derriere cette langue qui est la seul&asice
(il faut se mettre sur sa chaise et Zcrire les
LOactualitZ. Zouations, passer par ce formalisme, vZifier
que c@st vrai), derriere cette activitZl", il y

Il y a des choses qui sont chaudes, qui sorgri a une autre qui est dOaller droit au rZsultat,
la mode, il y a des problemes qui existent et en deux mots, dZcrire ce quOon a fait.
vraiment, des questions qui se posent, des

questions qui circulent, dans les congres, et des histoires de maths

aussi des questions qui ne sont pas intZres-

santes, qui ne sont pas pour le moment ~ la La premisre histoire de maths est destinZe

pointe des choses. vous expliquer la force incroyable des
concepts, et la maniere dont ils se dZvelop-
le r™Mle du formalisme pent. L@xemple que je vais prendre c(@st

|@ddZe d@sopZrimzrie (Zvidemment, je nQi
Si vous ouvrez un livre de maths, la premisqgas pu me retenir, parce que *a dZbouche
sensation que vous aurez, c@st que c@st du immZdiatement sur ce que je fais.)
chinois, cOest du sanscrit, cOest quelque chose
" quoi on ne comprend rien. Et cette sensa-  Sans parler encore de gZomzirie, on peut se
tion, ce nOest pas seulement la sensation di@mander quel est le maximum de x (1 - X)
dZbutantCOest aussi la sensation dOun mathiandx est dans [0, 1] et pour quelle valeur
maticien mzr : sa premiere sensation, quand dex il est atteint.
il ouvre un livre qui nOest pas de son ressort
immZdiat, cOest quOil ne comprend rien.  Autrement dit, quel est le maximum du pro
duit de deux nombres x et y dont la somme
LOopposition entre la technique et [Ointuitiofait 1 ? Autrement dit, si je prends un rec-
tangle de c™§Zet de c™t/et que je deman
COest vraiment quelque chose quil faut cdmque son pZrimstre fasse 2 (le pZrimetre est
prendre, cOest justement le rapport paraddkal+ 2y, doncx + y doit faire 1), je peux tres
des matheux au formalisme. NOallez pas voasurellement me demander quelle est la sur
imaginer que la chose importante c@st de face la plus grande de ce rectangle, ~ pZri-
comprendre des hiZroglyphes, c@st de les mestre fixZ?
dZchifrer, dOstre un bon linguiste.
Soit vous savez dZ"~ dZriver (I°, *a serait
Regardez comment un matheux lit un livre deauvais signe), vous allez dZvelopper la
maths ou Zcoute un exposZ de maths, ou lit fonction dZrivZe, regarder o elle atteignait
un articlell ne comprend pas la moitiZ de ceon maximum ; et vous dites cOest en 1/2.
qui s passe, meme si c@st sa discipline. I
feuillette 1Qarticle en se disant : mais quOessoit vous dites :
gue le type fait au fond ? En deux mots,
quOest-ce quQil fait, le type ? Os est le thZ
me ? O- est le rZsultat ? Et sOil arrive ~ €oi
cer le type qui a Zcrit le thZoreme, il lui
demandera :

G.bon «a cOest symZtrique, etesit nul, cOest

etit, six vaut 1, cOest petit ; alors que -vou
ez-vous quOil se passe ? SOil se passe quelque
chose, cOesten 1/2. E

., aclst d” 1@nalyste qui n@ime pas faire
C dis-moi en deux mots ce que tu as fait Hes calculs, donc cOest le bon analyste.
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Et vous laissez tomber tout «a, vous reprengz prends une puce, et je la fais sauter sur le

|Gnalogie gZomZtrique, et vous me dites : graphe, nOimporte comment. La puce est une

CcOQest le carrZ Zvidemment, cOestxpoyr puce folle, elle tire au sort, parmi les sites

qué®n va avoir le meilleur E L™, vous tes voisins, IOendroit oe elle va sauter

dZ” parti sur une piste tres profonde, parce

quld®n peut poser la meme question pour un  Ou bien sur la surface vous faites courir une

polygone, et puis on peut prendre une courparticule qui fait nGmporte quoi, on appelle

dans le plan, et se demandepZrimstre fixZ, «ale mouvement brownien. Quelle est la

quand est-ce quOon a |Oaire maximale.  dZfinition du mouvement brownien ? On
prend une mouche et on la fait boire : elle

Si la longueur du bord est fixZe, quand a-t-part dans tous les sens. C@st un processus

la plus grande surface ? (Bien szr, on peut alZatoire.

poser cette question en termes de champs et

de cl™tures.) Autre question : " surface fixZee miracle, c@st que |%her la mouche et

quand a-t-on le pZrimetre le plus laisser lachaleur se diffuser c@st la meme

Zconomiqué chose, les deux phZnomenes sont analogues :
sauter al Zatoirement, prendre une particule

DZmontrer que cCst la meme question, qui saute de place en place, ou bien, craquer

dZmontrer que la solution, cOest le cercle, gue allumette en un temps 0, en un point, et

cOest vraiment le cercle, *a commence dZjfegarder la maniere dont la chaleur sdudié.

stre tres profond ; «a nOa ZtZ dZmontrZ, kigou

reusement et completement, qu@u XIX; Au temps 0, la chaleur est infinie en ce point

sSiscle. et nulle ailleurs.

Et si jOavais posZ la question dahgOespa Au temps epsilon (cOest-"-dire petit) sa y est :
ce~ n dimensons), j@urais trouvZ le meme vous avez craquZ une allumette et le fond de
rZsultat : ~ pZrimetre fixZ, cOest la sphere d@univers est dZj” un petit peu plus chaud. ,a
est la plus pleine. La sphere de rayoa un diffuse tout de suite. ,a dftise ~ peine, mais
volume proportionnel ~ 1", et le bord est de ea diffuse tout de suite.
dimension n-1. En gZnZral, le volume de
|OntZrieur est plus petit que le volume du Votre variZtZ peut avoir une forme tres bizar
bord. re. Mais autour de votre point, elle ressemble
beaucoup = R". Donc pour les petits temps,
On peut alors se demander ce qui se passemur les petits espaces, tout va se passer
une surface ou sur uvariZtZ(la gZnZralisa comme si vous Ztiez dans IOespace ambiant
tion des surfaces), ou sur un graphe (des ndimensions.
points, que vous reliez, ou que vous ne reliez
pas). Mais comment «a se passe en grand temps, et
si vous alez ~ 1@nfini de |@nivers de votre
De quelle maniere formuler le probleme sur surface ? Car elle peut avoir des ramifica-
un graphe ou sur une variZtZ ? On cherche tions, elle peut avoir beaucoup de branches,
une fonction telle que le volume du bord dOtms peu de branches, des petits tubes, des
ensemble domine toujours cette fonction ; gtands tubes ; votre graphe peut avoir une
rZciproquement, lorsqun sait qu@un gZomZrie tres bizarre ou etre tres rZgulier,
ensemble est assez gros, est-ce que son lwamime un rZseau rigide.
est assez gros ?
Il se trouve qul@n sait faire le lien entre la
Il'y a” peu pres 10 ans, on a compris que eeaniere dont la chaleur difse sur la surface,
phZnomene-I", que je peux regarder sur un et les inZgalitZs prZcZdentes, concernant les
graphe ou sur une variZtZ, Ztait liZ ~ un autreclumes.
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Cette histoire illustre le fait qudl y a une QuOest-ce quOune Zquatiofdéntielle ?
espece de profondeur des concepts en maths.
Descartes disait ~ peu pres : C(st la chose suivante : je sais o je me
place, je suis en un certain endroit, ~ |ntZ
ce quOun enfant a compris des opZrationseur d@n certain domaine ; et je sais quel
Z|Zmentaires ? il en a compris tout!  heure il estEn cet endroik et en ce temps
je dZplie un petit papier : sur le papier, est
En maths quand on a compris, on a tout-comarquZe la direction que je dois prendre.
pris.
Je suis I, il est telle heure, jOouvre le papier :
C@st vrai. Mais c@st aussi completement C pars ~ 45 par |I” E. Je le fais. Et, Zvidem
faux, au sens o vous n@vez pas ZpuisZ la ment, je rouvre le petit papier. Je regarde
profondeur du concept : j@magine que vous quelle heure il est et o« je suis maintenant (en
nQ@uriez pas pensZ que dans x (1 - x), il y ayant tenu compte de IQinstruction prZcZden
avait E tout ce que jOai expliquZ. te), et je continue. COest-"-dire : je prends une
fonction (le papier) qui = (X, t) associe un
Et cet exemple nCst Zvidemment pas nombre, f(x, t), et je dZcide que ce nombre,
unique; tous les jours en maths, le travail cst xQ la dZrivZe. xO= f(x, t), voil~ une
cOest de savoir o sont les mines.d@wome Zquation diZrentielle, cOest simplement «a.
les voit pas.
Je vous ai dZcrit un processus OdiscretO, mais
Voil~ maintenant unaleuxieme histoirepour il faut plut™t penser ~ un processus continu :
vous montrer quOil y a des profondeurs mgisne dZplie pas de petit papitut se passe
aussi des renversements. C@st une histoire en meme temps, et je ne passe mon temps °
avec des coups de thZ4se, des changements dZplier des petits papiers. COest quand meme
de perspective complets. *a, tres concretement.

On commence par |Gistoire des Zquations |l faut se placer dans ce quOon appelle [Despa
diffZrentielles ; et la deuxisme partie de IOhise des phases, et voir qu@n chaque point
toire, c@<t la stabilitZ du systeme solaire N (x, t) il y a desZIZments de contaatOest-"-
I”, je vais faire de la pub pour un copain dire des fleches qui indiquent oe je dois aller
(Jacques Laskar), subrepticement.

Vous avez un ensemble de petits aimants ; la
DZ qud y ait un rapport entre les deux, question naturelle est : partant d@n certain
cl@st assez mystZrieux, donc je rZpondrai  endroit, quelle est la trajectoire que je vais

aussi un peu ~ la question : suivre, qui va longer tous ces petits aimants ?
. RZsoudr une Zquation diffZrentielle, c@st
C "quoicasert? E trouver des courbes intZgrales. Partant de

IOendroiKO au temps 0, o+ vais-je me retrou
Ce que je vais raconter sera approximatif, ver au temps$?
parce que je nOy connais essentiellement rien,
mais il faut savoir quOune destusdu cher Et, premiere idZe nasve, on croit qu®n sait
cheur en maths c@st d@pprende ~ ne pas rZsoudre, c@st-"-dire trouver une formule
trop comprende et ~ surnager dans explicite qui donne la solutio®n ne rZsout
un milieu o il n@st pas aussi fermement jamais, sauf dans quelques cas montZs en
accochZqué@n Terminale : I”, quand on a Zpingle. Des Ztudiants de DEUG prennent «a
compris, on a compris, cOest tout. tres mal, sans doute parce quOon les martyrise
pour essayer de les leur faire rZsoudre. Il faut
Nous, nous sommes sans cesse en train dGS]lm@”S sachent quQil faut oublier tout «a, parce
pas trop comprendre. qudon ne peut pas les rZsoudre en gZnZral.
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Que peut-on faire ? On peut savoir quline
solution existe. Et on peut se poser une
deuxisme question.

Mauvaise nouvelle.

Il n§r a pas besoin d@tre bien malin pour
comprendre que si on met deux planetes
autour du soleil, la terre avec Mars par
exemple, I@nteraction entre le soleil et la
terre va faire que la terre va dZcrire une ellip

Si jOZcri§, meme f Ztant explicitement den se autour du soleil, et que Mars aussi va
nZe, il nOy a aucune raison que je puisse Atxcrire une ellipse autour du soleil. Donc tout

re explicitement la solution. C@st ce que

va tres bien : il suiit de calculer les excentri

jOappeIIe C on ne sait pas rZsoudre E : onitZs pour avoir la forme des ellipses, cOest ce

sait pas Zcrire une formule.

Bonne nouvelle.

Si f est une fonction assez rZguliere, il y a
existence et unicitZ de la solution, unicitZ
d@ne courbe passant par (xg, 0). Clst
vraiment naturel, c@st un thZoreme de
Cauchy

Quel est le cas o° +a ne pourrait pas aller ?

quOon vous a appris E
Mais cOest scandaleusement faux.

Parce que les planetes interagissent entre

elles aussi. Donc la prZsence de Mars va per
turber la trajectoire de la terre. La masse du
soleil est prZpondZrante, donc en gros *a ne
bouge pas. Si on fait des calendriers, on
sOapersoit que «a ne bouge pas et que *a nOa

COest lorsque les petits papiers sont vraimgatsais bougZ. JusquO prZsent E mais il reste
trop diffZrents dOun endroit ~ I0autre. COestes millions d@nnZes ~ courir, avec un peu

dire qu@®n sautant ~ peine, le papier
m@ndique des directions extrsmement diffZ
rentes. A ce moment-1~, il peut y avoir ce
qu®n appelle des bifurcations. Mais si la
fonction f est assez rZgulisre, si les instruc-
tions sont assez cohZrentes, ne varient pas
trop dans tous les sens, il y aura toujours
solution.

Parall+lement, je commence ~ vous raconter
une autre histoire (mais elles vont se
rejoindre). On est dans le systeme solaire.

de chance ! Et " cette Zchelle, *a bouge et
«a pourrait meme bouger tellement qul@ne
planete se rapproche trop dQine autre
et quOelle soit, " la suite de cette quasi-colli
sion, expulsZe en dehors du systeme solaire.

ube phZnomene peut se produire dZj” avec

trois corps, cOest ce quOon appelle le fameux
probleme des trois corps. Avec deux on sait

tres bien ce qui se passe, c@st meme un
moment de gloire, pour la mZcanique newto
ienne.

a compris depuis un moment, depuis Newton,

qudl y avait une loi d@ttraction entre les

Tout ceci est dZcrit par des unatl ons diffZ-

corps, on connait la loi de la force entre deuzntielles, ou un systeme d@quations diffZ-

corps en gZnZral.

rentielles, et on a dZmontrZ que par tout
point, en connaissant I0Ztat du systeme solaire

Si on suppose que le systeme solaire se rZauifourdOhui, on doit thZoriqguement pouvoir le

“ un gros truc (le soleil 1) avec une planste,
on sait aussi depuis longtemps N c@st une
loi de Kepler N que la planete dZcrit une
ellipse dont un des foyers est le soleil.
Comme toutes les lois de la physique, ce
mouvement est rZgi par une Zquation diffZ-

prZdire dans 100 millions dOannZes.
Le chaos dZterministe.

Il y aun petit hic. Cest que «a nCest pas
parce quOune courbe unique passe par ka posi

rentielle, une Zquation aux dZrivZes partiellemn qui est ici quOon pourra faire des peZdic
L" o le probleme commence "~ devenir intZ tions prZcises ~ |Gorizon des 100 millions

ressant, c@st qud nQ a pas seulement une
planste :
dZcouverte rZcemment par Lerher).
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et il se peut que +a divge beaucoup.
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P Ces solutions, PoincarZ comprend qu@lles
doivent stre Zcrites avec des sZries et que ces
sZries divegent dans un certain sens. Donc il
met le doigt sur une difficultZ : on ne sait
absolument pas faire. Le proble me des trois
corps nOest pas intZgrable. On est au dZbut du
XXij siecle.

,a fait froid dans le dos parce que le systeme
solaire *a nous concerne directement, meme
si cOest ~ long terme.

En plus, c@st monstrueusement intZressant :
Laplace, au XIXj siecle, disait que si il y ~ deux corps on sait faire, ~ trois corps, tout
avait un moment o on connaissait toutes lele suite, non.
conditions initiales de toutes les particules de
|@nivers, on pourrait en dZduire la position le thZoreme KAM
dans 10 millions d@nnZes. C@st ce qudn
appellele dZterminisme Donc Zvidemment, les mathZmaticiens se
mettent " travailler et un thZoreme arrive au
,a se casse la figure, et meme sZrieusememhilieu du XXj siecle : le thZoreme KAM.
cOest-"-dire quOon ne peut pas dire si le systeA, M sont les initiales de Kolmogorov,
me solaire ne va pas exploser. Pas tout de Arnold, Moser mathZmaticiens Zminents, qui
suite, dans 100 millions d@nnZes. 1l a ZtZ disent : oui, d@ccord les sZies divergent,
dZmontrZ notamment que *a NG aucun sens mais dans des situations simples, on peut sOen
dOespZrer pouvoir dire ce qui se passera damtr. Et cOest une thZorie mathZmatique pro
100 millions dOannZes. fonde.

Cst profondZment instable, et pas seule- Et, parce quQon ne peut pas penser raisonna
ment au sens des conditions initiales, c@st blement que le systeme solaire est instable,
instable dans un sens plus profond. On sait dans la communautZ, ~ cette Zpoque-l™, tout
que IGvolution ~ long terme du systeme le monde pensait : la diultZ est que dans le
solaire, meme si elle est dZcrite par ces Zqgsteme solaire il y a plus de parametres, il
tions diffZrentielles, est profondZment chao- est plus compliquZ que les systemes qui ren
tique. trent dans le cadre du thZoreme KAM ; et

tout le monde pensait quOun jour on arriverait
Je vais juste vous en donner rapidement les = montrer que le systeme solaire rentrait dans
Ztapes, parce que +a cOest des maths. le cadre du thZorsme KAM.

La premisre Ztape, cOest Laplace, et le -dZter peut die quOon ne peut rienair
minisme.Laplace dit : cOest une Zquation dif
fZrentielle, je comprends tres bien, il y a exidl y a 5 ou 6 ans Jacques Laskar a montrZ que
tence, unicitZ, etc. meme avec ce qudn appelle les planetes du
systeme intZrieur, meme sur une Zchelle qui
La deuxisme Ztape, cOest PoincarZ, qui emest pas Znorme, on nOest vraiment pas dans
plus profondZment dans les questions du s cadre du thZoreme KAM. On est dans ce
teme de trois corps, et qui essaye de voir side®n appelle une zone chaotique, c@st-"-
systeme est intZgrablg+a veut dire qu@ se dire que non seulement on ne peut rien dire,
ramene " une forme simple et qu®n sait, mais on peut dire avec assurance qu@®n ne
dOune certaine manisre Zcrire les solutions)peut rien dire.
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