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sujet proposé par Monsieur Godefroy :

A quelles conditions il existe une puissance fle 2
finissant par un nombre donné ? Par exemple, -dléter
miner s'il existe une (ou plusieurs) puissances de¢ 2 se
terminant par 34, 118 ou 492.

| .— Conditions nécessaires pour qu'un
nombre soit la fin d'une puissance de 2.

A) Notre notation.

2-= ox10 + f (k) ou k, d, n et f(k) sont des
entiers avec{k) < 10. Dans ces conditions,
f,(k) représente les n derniers ¢tes de 2
Notre objectif est donc de chercher a quelles
conditions un entier donné peut s'écrij&.

B) f,(K) ne doit pas étre divisible par 5.

En efet, si f,(k) était divisible par 5, comme
10 est divisible par 5, 0 + f,(k), soit 2,
le serait aussi, ce qui est absurde (une puis-
sance de 2 ne peut pas étre divisible par 5).

C) fn(k) doit étre divisible par 2

En efet,ona:
2¢=dx10 + f (k)
2= 2x(dx5") + (k)
f(K) = 2<- 2x(dx5")
fo(kK) = 2%(2" -(dx5")) avec n < k car2> 10

En efet, si 2 < 10, Z = f (k) : le probleme
est trivial : 32, par exemple, est de facon évi
dente la fin d'une puissance de 2.:Gomme
2kn - (dx5") est un entier, tout nombre qui
s'écrit f,(k) est divisible par?2

Nous avons démontré que si un nombre est la
fin d'une puissance de 2 (c'est-a-dire s'il peut
s'écrire f(k)) alors il est divisible par 2t il
n'est pas divisible par 5.

Nous sommes donc en présence d'un en-
semble d'entiers, que nous noterons E,, qui
remplissent les trois conditions suivantes : ils
ont au maximum n cHifes, ils sont divisibles
par 2 et ils ne sont pas divisibles par 5. Ces
nombres sont les seuls a pouvoir s'écrire
(éventuellement) fk).

les 23, 24, 25, 26 avril 1993



La recherche a I'école ... page 98

II.— Existence d'une périodicité dans les La démonstration qui suit n'est pas rigoureu
derniers chifres des puissances de 2. se, car sinon elle serait trop “lourde”.

A) Utilisation du principe de Dirichlet. Travaillons pour n fixé. Notons A un nombre
qui est la fin d'une infinité de puissances de 2
La fonction f, est une application de I'en- (nous savons qu'il en existe au moins un
sembleN des entiers naturels (car k peut étcéaprés le principe de Dirichlet, mais il y en a
n'importe quel entier) vers I'ensemblg(Ear peut-étre plusieurs).
f(k) doit impérativement remplir simultané-
ment les trois conditions ci-dessus). Or le cadn a : AL E,, et il existe un nombre, kel
dinal (c'est-a-dire le nombre d'élémentsNdeque : A = f(k,). Les fins des puissances de 2
est infini, alors que celui de E, est fini (en suivantes, f(k;+1), f(k;+2), ... , seront dé-
effet, seul un nombre fini d'entiers ont au plusrminées en fonction de A. Cau bout d'un
n chiffres, n étant fixé). Le principe de Dirinombre fini T, d'itérations, on aura :
chlet nous permet alors diafner qu'un élé f(k;+T,) = A, car A est l'image pag, d'une
ment au moins de E,, c'est-a-dire une fin infinité d'entiers k. Les fins suivantes
f.(k), a une infinité d'antécedents pardest- f (k;+T,+1), f (k;+T,+2), ..., seront définies
a-dire qu'il existe au moins un nombre qui eat fonction de f(k;+T,) = A : ces nombres
la fin d'une infinité de puissances de deux. seront donc les mémes que f(k;+1),
fn(ky+2), ... Lafonction f, est donc pério-
Note: le principe de Dirichlet a une applicadique de plus petite période. T
tion pratique : s on veut ranger un grand
nombre d'objets dans un petit nombre de D) Majoration de la période.
boites, une boite au moins contiendra deux
objets. De méme, si on veut ranger une infilComme les fins {k) sont définies par récur
té d'objets dans un petit nombre de boites, rence, il n'existe pas deux nombredéi#nts
une boite au moins contiendra une infinité a et b compris entre k; exclu et k;+T,, tels
d'objets. Ici, “ranger” signifie appliquer la que f.(a) = f,(b). Les nombres f(k;+1),
fonction f, les objets sont les entiers k et ld(k,+2), ... , f(k;+T,) sont donc tous di-
boites sont les fing,(K). rents. Or tous ces nombres sont des éléments
de I'ensemble E,, des fins possibles. Ces
B) Les fins fn(k) sont déterminées nombres doivent donc ére moins nombreux
par récurrence. (ou aussi nombreux) que les éléments de E
On a donc : T < Card(g), ou Card(E) dé
Déterminer f (k) par récurrence signifie ex- signe le nombre d'éléments de E
primer f,(k+1) en fonction de (k). Cela est
possible : il suffit de multiplier f (k) par 2, Calculons donc Card(ft E, est une partie de
puis de ne considérer que les n derniers Il'ensemble Fdes entiers naturels inférieurs a
chiffres (ce qui revient a soustraire"land 10" et divisibles par 2 Le nombre d'éléments
2xf (k) > 10). de F, est 10/2, soit 5. Mais E, ne contient
que les éléments de, l§ui ne sont pas divi
C) Conséquence : il existe une période. sibles par 5, soit 4 sur 5 (car les éléments de
F, ont pour seule spécificité d'étre divisibles
Précisons tout d'abord la notion de période par 2, ce qui n'influe en rien sur le fait d'étre
appliquée a notre probleme : il s'agit de trodivisible par 5).
ver un entier T, (dépendant de n) tel que
2k*Tn et 2« aient les mémes n derniers On a donc : Card(f =4x5",
chiffres, c'est-a-dire qu'on ait :
La période T, est donc inférieure ou égale a
fa(k + T,) = f(K) pour tout entier k. 4x3M,
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I11.— Détermination de la valeur de la Admettons donc (pour l'instant) que la véraci

période. té de la relation (2) ne dépend pas de n. Il ne
A) Recherche d'un test pour identifier  reste alors qu'a prendre des exemples avec n
la période. petit pour démontrer la relation quel que soit

n. Avec n = 2, cette relation sécrit : 2" =1
D'aprés la définition de, T2 et 2*Tnont les (mod 25). Les nombres 2¢, 2% et 2% valent
mémes n derniers chiffres. 1l existe donc un respectivement 16, 1024 et 1048576. On re-
entier d tel que : T =dx 10+ 2. En di marque que seul 2%, soit 1048576, quand il
visant chaque membre de cette égalité pare&st diminué de 1, devient divisible par 25.
il vient : 2Tn = d x 5" + 1. Nous noterons On a donc : h = 20 et E 4 x 5™, et ce quel
ceci : Zn=1 (mod 5). gue soit n. La période dans les n derniers

chiffres des puissances successives de 2 est
N.B. : la notation “& b (mod c)” signifie que donc 4x 5.,
(a - b) est divisible par c, avec ¢ > 0.

On remargue que cette période est exacte-
Les lignes écrites ci-dessus étant équivalentesnt égale au cardinal de E, : chaque éé&
(car aucune condition n'est imposée a d), orent de E,, peut sécrire, d'une maniere et
nombre donné Jest une période si, et seuled'une seule, fk) avec k pris dans un interval

ment si, on a : 2 =1 (mod 8). (1) le semi-ouvert d'amplitude,TSi on laisse k
décrireN, chaque élément de, Beut s'écrire
B) Application du test aux valeurs f (k) d'une infinité de manieres.

envisageables pour la période.

Ainsi, si on considere les 3 derniers &fei$
En réalisant des expériences sur calculatrices puissances de 2, seuls les nombres de 1, 2
nous nous sommes apercus que la période ou 3 chifres, divisibles par®= 8, et non di
vaut en réaité 4 x 5™, c'est-a-dire la valeur visibles par 5 sont la fin d'une, et méme d'une
maximale envisageable. Nous allons donc définité de puissances de 2. Ainsi, 320 (divi
montrer que ce nombre vérifie la relation (Kjble par 5) et 444 (non divisible par 8) ne
pour tout n, et qu'aucun de ses diviseurs nestat la fin d'aucune puissance de 2. En re-
vérifie, quel que soit n : nous aurons ainsi  vanche, 472, qui est divisible par 8 et non par
prouvé que 4 5 est la plus petite périodeb5, est la fin d'une infinité de puissances de 2.
Ces diviseurs a tester sonxZ5™ et 4x 52 On trouve par un programme sur calculatrice
soit la moitié et le cinquiéme de 4 x 5™, que 27 se termine par 472 ; la périodg Via-
puisque la décomposition de ce dernier lant 4x 5% =4x 25 = 100, les nombres:2
nombre en facteurs premiers ne fait interverd’ et 25’ se terminent aussi par 472.
gue des 2 et des 5. Nous pouvons donc écrire
ces trois nombres sous la forme : h x 5™ h  ANNEXE :
étant un entier pouvant valoir 4, 10 ou 20. La

formule (1) peut maintenant s'écrire : Nous allons démontrer que la véracité de-I'ex
, pression (2) : 2" =1 (mod 5" ne dépend
2" =1 (mod 5). (2) pas de n. On remarque que pour passer de n a

n+1, il sufit d'élever le membre de gauche a
Nous ne pouvons pas tester la relation (2) la puissance 5 et de remplacer “matl fgar
avec toutes les valeurs de n ; c'est pourquoi  “mod 5. Il nous faut donc démontrer que :
nous avons démontré d'abord que sa véracité 1 (mod 5) équivaut a : &= 1 (mod 5+).
(ou sa non-véracité) ne dépend pas
de n. Nous avons placé cette démonstration Nous allons donc chercher les conditions né
en annexe car c'est celle que nous avons eudssaires et suffisantes pour qu'on ait & = 1
plus de mal a trouver, et que c'est aussi, a (mod 5" ; nous allons montrer que ces
notre avis, la plus ditile & comprendre. conditions se résument a =4 (mod 5).
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1) Condition préliminaire nécessairea=1 Pour que a- 1 soit divisible par 5* (c'est le

(mod 5). second membre de |'égquivalence que nous
voulons obtenir), il faut et il stif que 5k le

Raisonnons par I'absurde. Partons de I'nypo- soit (car 5% g + 1 n'est pas divisible par 5).

thése (dont nous allons montrer qu'elle est Il faut et il sufit donc que k soit divisible par

fausse) : & s (mod 5) ou s vaut 0, 2, 3 ou 45", donc que a - 1 = & k soit divisible par

On peut écrire aussi : a =5 + s, avec p en 5", ce qui peut s'écrire =l (mod 3).

tier. En élevant chaque membre a la puissan

ce 5 (grace au triangle de Pascal), on obtietéquivalence cherchée est donc démontrée.

&=5xp + 3, avec p' entiereEn efet, dans

le membre de droite une fois développé, tous

les termes, sauf,ssont divisibles par 5. On a

donc:a&-1=5xp'+($-1). (3

Or on remarque que, quelle que soit la valeur
de s (0, 2, 3, ou 4), on a*=s (mod 5). En
effet :

Sis=0,%=0etonabien :*&E 0 (mod 5).
Sis=2,%=32eton abien 5Z 2 (mod 5).
Sis=3,5=243 eton abien % 3 (mod 5).
Sis=4,%=1024 et on a bierf& 4 (mod 5).

L'égalité (3) devient alors :
&-1=>5p"+(s-1)avec p" entier

Comme (s - 1) n'est pas nul (gaar hypothe
se, s ne peut valoir que 0, 2, 3 ou 4); &
n'est pas divisible par 5, donc afortiori par
5", On n'a donc pas * & 1 (mod 3*). Une
condition nécessaire pour que cette
derniere relation soit vraie est donc : a=1
(mod 5). On peut donc écrire :

a =5k + 1, avec k entier

2) Condition nécessaire et didante: a=1
(mod 5).

Développons pour commenceér-&d, en rem
placant a par 5 k + 1. En utilisant les coff
cients de la cinquiéme ligne du triangle de
Pascal (1, 5, 10, 10, 5, 1), on obtient :

(5k+1y - 1 = (5ky + 5% (5k)* + 10x (5k)* +
10x (5k)?+ 5% (5k) + - 1.

(5k+1y - 1 = 5k x (5k* + 5k* + 2x5°k* +
2x5k + 1).

&-1=85kx(5xq+1) avecqentier
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