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sujet proposé par Jean-Pierre Bourguignon : La
métrie derriére les formules

La trigonométrie a pour objet (comme I|'analyse

toutes les mesures d'un triangle (longueurs des
mesures des angles, etc.) a partir d'un certain
nombre d'entre elles (c'est ce qu'on appelle “ré-
soudre le triangle”). Comme cette trigonométrie

peléetrigonométrie plane.

Il existe d'autres trigonométries, pour lesquelles
les formules fondamental es de détermination des
mesures d'un triangle sont des modifications de

celle des triangles sphériques dont I'étude se pi|
te naturellement & toute personne intéressée ps
tronomie puisque la voQte céleste se présente 3
comme une hémisphére. Le phénoméne fondamen-
talement nouveau que I'on rencontre dans les tri-

ne vaut plus 180 degrés mais dépend de l'aire 4
se par le triangle. Il existe cependant une trigono-
métrie sphérique qui permet la résolution des tri-
angles sphériques en tous points analogue a ce
triangles plans.

Au siécle dernier un mathématicien allemand,
Taurinus, sest rendu compte qu'il éait possible de
modifier les formules de la trigonométrie sphéri
en continuant d'avoir la cohérence que I'on renc
dans celle-ci en introduisant des fonctions autre
les sinus et cosinus (qui ont depuis pris le nom de
cosinus hyperbolique et de sinus hyperboliglie)
dérivé un ensemble de formules qui se comportent
comme s'il existait effectivement un espace da
quel ces formules donneraient la résolution des tri-
angles tracés dans cet esp&est la découverte
cette géométrie qui est le but de la recherche

analogie avec la géométrie sphérique et ses rel

celles de la trigonométrie plariea plus naturelle ept

géo

de son nom l'indique) la détermination des preprié
tés métriques des trianglés effet, grace aux for
mules de trigonomeétrie, il est possible de déterminer

COtés,

s'appliqgue aux triangles plans, elle mérite d'étr¢ ap

ésen
rl'as
nous

angles sphériques est que la somme de leurs angles

nclo

le des

que
bntre
5 que

s le

e
.. en

partant seulement des formules et en procédamt par

htions

avec la géométrie plane.

Lorsqu'en début d'année, le chercheur nous a

présenté ce sujet, ces deux mots associés

"géométrie/formules’ ont tout de suite attiré
I'attention de cing d'entre nous. D'abord, ce
sujet nous parait plus mathématique et d'autre
part, qu'y a-t-il derriére ce doublet : relation
ou opposition, ou méme interaction ? Nous
connaissons dga la trigonométrie plane qui
méle la géométrie et les calculs. Nous

sommes enthousiasmés a |'idée de découvri

r

des relations (9 elles exigent) dans d'autres
géométries (si elles existent aussi!). Dans le
plan, on sait "résoudre" un triangle, c'est-a
dire déterminer tous ses éléments (angles et
mesures de c6tés) quand on en connait trois,
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par exemple. Une question se pose alors : Une géodésique est le chemin le plus court
peut-on trouver en modifiant les formules dentre deux points d'une surface.
trigonométrie plane, des relations entre
angles et cotés d'un triangle dessiné sur une Ce qu'il y a de nouveau par rapport au plan,
sphere ? c'est que les mesures des cotés, a, b, ¢, sont
aussi mesurées en unités d'angles. Si la-sphe
L'eau nous monte a la bouche en entendantdea pour rayon 1, a E BOC. L'angle[] A
chercheur nous vanter les mérites d&JRI- du triangle sphérique est I'angle des plans des
NUS, mathématicien allemand du X1X*"e grands cercles passant respectivement par
siécle, qui s'était attelé a ce probleme. L'idé®©OC et AOB.
géniale de AURINUS, au siécle dernigest

de modifier ces formules de la trigopnométri
sphérique tout en gardant leur cohérence et
en introduisant des fonctions nouvelles autr
que le sinus et le cosinus. Ces formules p¢
mettent-elles de "résoudre” un triangle sur
une autre surface ? Nous nous lancons dans
cette recherche et nous espérons vous faire
partager notre plaisir d'avoir atterri sur un hy
perboloide.

Pour raviver vos souvenirs ou pour vous ir
former voici les formules trigonométri ques
utilisées couramment en géométrie plane :

Dans un triangle rectangle ABC

Ce quil y a de nouveau aussi, c'est que I'on
b a b =asinb b =acosc peut trouver des triangl es ayant 3 angles
c=asinc c=acosb droits !

A c B

Dans un triangle quelconque ABC ’
c C
b a &=b+c-2bccosA \ y

b»=a&+ c-2accosB
=+ a&-2bacosC

A c B

a/sinA = b/sinB = c¢/sinC On peut par exemple montrer que

Le plan étant une surface trop classique, nous 180 degrés < A + B+ C < 900 degrés.
VOUS proposons un petit détour sur la sphere.

Nous allons nous promener le long d'un tri- Nous n'allons pas vous donner toutes les dé
angle sphérique : c'est un triangle déterminé monstrations que nous avons faites cette
par trois segments de géodésiques de la- spdmaée, mais vous indiquer les démarches et

re (des portions de grands cercles) qui se cowéthodes utilisées pour certaines d'entre
penten A, B, C. elles.
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Par exemple, dans un triangle sphérique rétici comment nous les avons obtenues :
tangle :

TU
b a
A B
5) -

fig (a)
fig (b)

C
AN
A T B mc VD
Dans le triangle BDO, qui est rectangle en D,

ona: sina=DB/OB = (DB/EBj (EB/OB). ABC est un triangle sphérique quel conque.

Or dans le triangle BED rectangle en D, Par C, on mene un grand cercle perpendicu
on a: (DB/EB) = sin A. Et dans le triangle laire a AB le coupant en D. On pose CD=h.
OBE, on a: (EB/OB) = sin c. On obtient Dans le triangle rectangle BCD :

donc : sin a = sin A.sin c.

sin h = sin b.sin A.
Par des méthodes analogues , on obtient les

formules : Dans le triangle BCD, sin h = sin a.sin B.
Alors :
1. sina=sinAsinc sin a.sin B = sin b.sin A
2. tana=tan Asinb
3. tana=cos Btanc et sina/sin A=sinb/sin B.
4, COS C = cosb cos a
5. cos A=sin B cos a De maniére analogue, en faisant passer un
6. sinb=sinBsinc grand cercle par B perpendiculaire a AC,
7. tan b =tan B sin a nous trouvons : sina/ sin A =sin c/ sin C.
8. tanb =cos Atanc Ainsi :
9. cos ¢ = cotan A cotan B
10. cosB=sinAcosb sina—sinb - sinc

sinA sinB sinC
Le triangle sphérique est dit quelconque si
aucun de ses 6 éléments (3 longueurs, 3 Etablissons la formule du cosinus pour les
angles) n'a la méme mesure. Comme dansdétés. Sur les figures (a) et (b) ci-dessus, soit
triangles sphériques rectangles, nous pouvakis = m.
établir des formules qui sappliquent aux
sphériques quelconques. En voici quelques- Dans le triangle rectangle ACD :
unes :
(1) sin m = tan h.cotan A,

sina—sinb - sinc (2) sin h =sin b.sin A,
sinA sinB sinC (3) cos a = cos h.cos m.
cos a=cos b cos c + sin b sin c cos A
cosb=cosccosa+sincsinacosB Dans le triangle rectangle BCD :

cosc=cosacosb+sinasinbcosC
(4) cosa = cosh.cos(c-m)
cos A=-cosBcos C +sinBsinCcos a = cosh(cosc.cosm+sinc.sinm),
cosB=-cosCcosA+sinCsinAcosb
cosC=-cosAcosB+sinAsinBcosc puisque cos(c-m) = cos(m-c).
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Reportant dans (4) la valeur tirée de (1) et Taurinus nous invite alors a remplacer k par

celle de cos m tirée de (3) : ik , ou “i” est le nombre imaginaire tel que :
cos a “2=-17

= cosh.(cosc.cosb / cosh + sinc.tanh.cotanA)

= cos c.cos b + sin c.sin h.cotan A ; B D D s

- > > > > > - - Parenthése sur “i” et sa
et reportant la valeur de sin h tirée de (2), représentation. Dans le plan complexe , on

BN

associe a “i” le couple (0, 1).

cosa = cosc.cosb + sinc.sinb.sinA.cotanA
cosa = cosb.cosc + sinb.sinc.cosA. Un point M du plan de
/ M  coordonnées (X, y) est
Les autres formules peuvent s'obtenir paf pe ) ['image d'un nombre
mutations circulaires des variables : 0O imaginaire z, un
K / nombre complexe, tel
cos a=cos b cos c + sin b sin c cos / quez=x+1iy

cosb=cosccosa+sincsinacost
COS C = cO0s a cos b + sin a sin b cos €armi ces nombres complexes, ceux dont
I'ilmage est sur le cercle de centre O et de
La aussi, il existe des analogies avec les foayon 1, jouent un role particulier car aors
mules de trigonométrie plane dans un triangte= cos6 et y = sinB. Le point de ce cercle

guelconque. est alors I'image de z = cBst i sin®d.
Par exemple : On remarque que si z' = cBst i sing' :
sina—sinb - sinc zz' = cosf + 6') +isin@® + ).

sinA sinB sinC
De méme pour un point M' repéré par I'angle
En faisant tendre a, b, ¢ vers zéro donc pdu®) :
un nombre trés petit, on obtient alors une for
mule de trigonométrie plane : Z" = cos(-8) + i sin(-0), soit donc :
z" =cosB-isiné.
a - b _ ¢
sinA sinB sinC A ce complexe , on associe la notatiofi”'e
On écrit donc &= cos0 + i sin @ comme s'il
Gréce aux indications du chercheur, nous sagissait d'une puissance d'un nombre parti-
avons alors utilisé les travaux de Taurinus culier “e” qui est un outil trés utile pour faire
(1794-1874), pour nous intéresser a la géo- des mathématiques. On a :
métrie hyperbolique.

€®=cosb +isinB
A partir des formules précédentes, en rempla e®=cos0-isinb
cant une sphére de rayon unité par une sphére
de rayon k, on obtient alors par exemple : D'ou:

cos(a/k) cosO = (e° + €'9)/2
= cos(b/k).cos(c/k) - sin(b/k).sin(c/k).cosA. sin 0 = (e° - €°)/2.
C'est ce que nous avons appelé Ce sont les formules dEULER. Cette nota-
la formule fondamentale tion est compatible avec les régles habituelles
de la géométrie sur la sphére. de multiplication puisque®eg® = %9,
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Que deviendraient ces formules si I'on rem- Finalementon a:

placaitd par B ?
ch(a/k) = ch(b/k).ch(c/k) )
On obtiendrait : - sh(b/k).sh(c/k).cosA.
“cos 9" = (e + €10)/2 = (& + e9)/2 Nous remarquons que cette formule est-obte

nue a partir de (1) en remplacant cos par ch
Ceci est un nombre réel. Qaurinus a posé : pour les cbtés et en laissant cos pour les
chB = (€ + €9)/2, et c'est un nombre réel. angles.

Avec “sin B”, on obtiendrait : Attardons-nous quelque peu surGsét che.
sin 9 = (€ - &"9)/2i En trigonométrie ordinaire, nous savons
sin B = (e - 9)/2i cog(0) + sirk(8) = 1. On pourra aisément-vé

siniB=1i(e®-e9)/(-2) =i (- eP)2. rifier que ch(B) - sH(B) = 1.

De méme que pour “co8”j Taurinus a posé
“sin i8” = i sh B (sinus hyperbolique). On eb Un dessin mettra en
tient donc M évidence |'analogie

qui existe entre la tri
gonomeétrie ordinaire
et la trigonométrie
sphérique :

she = (€ - e9)/2.

e e e e e e e e e e e e e

Revenons a I' idée dAURINUS qui était de
remplacer k par ik dans la formule :

cos(a/k) = cos(b/k).cos(c/k) ()
+ sin(b/k).sin(c/k).cosA.

cos(a/ik) = cos(b/ik).cos(c/ik)
+ sin(b/ik).sin(c/ik).cosA.

Multiplions en haut et en bas par i ; rappelor
gue t=-1. On obtient :

cos(ia/-k) = cos(ib/-k)cos(ic/-k) X2+Y2=1
+ sin(ib/-k).sin(ic/-k).cosA. cercle de centre hyperbole
derayonR =1 de centre O
Rappelons que co8 & chB et sinB =i shé.
Nous avons donc : Dans le premier cas, un point M(x, y) est tel
quex? +y2=1. Dansle deuxiemecas,un point
ch(-a/k) = ch(-b/k).ch(-c/k) de I'hyperbole peut étre repéré par x Hat

+ ish(-b/k).ish(-c/k).cosA. y = shB. Nous avons bien ?xy?= 1.
ch(-a/k) = ch(-b/k).ch(-c/k)

- sh(-b/k).sh(-c/k).cosA Alors nous restait a retrouver la géométrie
derriere ces formules de trigonométrie hyper
On peut vérifier que bolique. Pour cela nous travaillerons sur un

hyperboloide qui jouera un réle équivalent a
ch(6) =chB et que sh(®)=-shB. celui de la sphere en géométrie sphérique.
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Un hyperboloide est engendré par la rotatiperbole H dans le plan xoz. L'arc AC est un
d'une hyperbole autour d'un de ses axes de arc d’hyperbole Kdans le plan yoz. L'arc BC

symeétrie. es un arc d'hyperbole H3 dans un plan pas-
i sant par O.
Dans xoz, I'équation dejH'écrit :
hm\{T\LP\JbCl((“I ) ”_
”mmjdé xX*-z2=-1
Er “"?“{ :?gj TN Dans yoz, I'équation dej$'écrit :
L ] i p 5
y?-z2=-1
i TN ‘ Le plan P passe par O et rencontre I'nyperbo
AN loide en une hyperbole d'arc BC. Par analogie
A S N N >

avec la distance de 2 points sur la spheére, la
distance de 2 points de H+ s'obtient en faisant
Un triangle sera dit hyperbolique s'il est imila différence des parametres “hyperboliques”
té par 3 géodésiques (comme pour un triangler I'hyperbole les joignant dans le plan P
sphérique sur une sphére). Or une géodésique

aur I'hyperboloide est obtenue en prenant la Dans le plan yoz, I'hyperbole qui contient A
courbe d'intersection de cet hyperboloide et C est paramétrée par :

avec un plan passant par O. Nous avons es-

sayé de retrouver dans un triangle hyperbo- x=0
lique ABC les formules de trigonométrie y = sht
comme celles trouvées plus haut. z = cht
On a bien:
B @ y*-z2=-1.

De méme dans le plan xoz on obtient :

x=sht
y=0
0] z=cht, donc:
y
A(0,0,1)
n'est pas un arc de cercle r B (sht, 0, cht)
d'hyperbole : intersection du p C (0, sht, cht)

X OBC avec i

Les cOtés et les “angles” du triangle ABC
Soit par exemple I'hyperboloide H+ d'équa- sont respectivement :
tion :

X2+ \P-22=-1. b=t
a= (c) T(b),

Nous avons fait les calculs dans un cas
simple, pour un triangle hyperbolique rec- T(c) et T(b) étant les paramétres hyperbo-
tangle isocéle ABC. Il est rectangle en A. Aques des points B et C que nous détermine
est le point (0, 0, 1). L'arc AB est un arc d'hyons plus tard.
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Les angles : soit encore :

A est un angle droit. V3 (-1/chtt, 1, tht).
B = C par symétrie.
On peut donc maintenant calculer cogiXs)

Nous allons déterminer leur cosinus. en utilisant la formule :
cos C = cos (V,, V3) ou V, et V3 sont des cos W, V3) =
vecteurs directeurs des tangentes aux hyper- VoxVax + VoyVay - Vo,V3,

boles H et H; portant les arcs AC et BC. V2L +VZ V2 Vg + Vi - Va2
Déterminons Y et Vs.
ce qui donne :
V, : vecteur directeur de la tangente adt
C. Or C a pour coordonnées : 0, sht, chtaV cos W2, Va) = cht
pour coordonnées : 0, cht, sht. Ce sont les ¢ ’ 1 +chét
rivees des coordonnées de G &6t un vee
teur directeur de l'intersection du plan P
contenant OBC et du planfiale tangent a H+ On a donc cos C = cht
en C dont I'équation est de la forme : 11 +chPt

Xc(X-Xe) + Ye(Y-Y) - Zo(Z-Zc) = 0 Essayons de retrouver une formule de trigo-
nomeétrie hyperbolique dans le triangle rec-
L'équation du plan P(OBC) est : tangle ABC analogue a l'une des formules de
trigonométrie sphérique dans un triangle
Xx+y-tht.z=0 (tht=sht/cht) ABC rectangle aussi en A.

L'équation du plan &he tangent a H+ en COn sait qu' on a par exemple :
est:

sht (y - sht) - cht (z- cht) =0 tanb = cosC.tana.
La droite d'intersection des 2 plans a pour On devrait trouver dans le triangle hyperbo-
équations : lique rectangle ABC :
y.sht - cht.z - stft) + ch#(t) =0 thb = cosC.tha. (E)
Xx+y-thtz=0

Il nous faut déterminer tha, c'est-a-dire
On tient compte de ) - sH(t) = 1. On ob th(T(b)-T(c)).
tient les équations de la droite D :
Pour cela reportons nous a la géodésique por

y = (1/tht).z -(1/sht) tant I'arc BC dans le plan OBC. Elle est défi
x =(tht-1/tht).z +1/sht nie par les 2 équations :
droite dont un vecteur directeur est : X2+y?-Z2=-1
Xx+y-thtz=0
V3 (tht - 1/tht, 1/tht, 1).
Posons :
Donc on aura : X+y=uetx-y=yv
V3 (tht - 1, 1, tht) Alors :x=(u+v)/l2ety=(u-v)/2
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On obtient donc le systéeme : Au point B, y = 0. Donc :
(U+VP  (U-vF 5 _
1 + -ze=-1
() +4V -V4 thUB):L (4:
(2) UT+U?-tht.Z:O /1 +ch?t

La deuxiéme égalité équivaut a : u = tht.z. Si
on éleve au carré 2 g th’(t).z2. On multiplie Au point C, x = 0. Donc :
(1) par th(t), alors on a :

th2 t+(U V2 4+ U= V2] -2 = -2 ¢ th(Tg)=—=sht
FFF adty

th(Tg) = - th(Tc) donc th{g - T¢) = th(2Tg)
Ce qui donne apres transformation :

ol 1 ’ V2 _ Or nous cherchons a déterminer th a avec
! E th? t ¥ 2 ! a=T(b)-T(c)dou:
de la forme : tha=th (ZT)—Sh (2Tg)
T R R ~ B Teh (2Tg)
2 1 _ ZShTB ChTB _ 2thTB
1. 1 tha= =
R R ChZTB+ShZTB l+th2TB
2 2 .
th* t D'aprés (4) ona:
Or: tha=_2sht 1
1 .1-2-th’t V1+chet 1J,shzht2
th?t 2 2th?t 1 +chrt
_1+1-th?t _ 2sht1+cr?y
2t{12t Vi+chtx2ch?t
1+
:2th£]2tt _shtVl+ckt
ch?t
=1+clPt Orcos C =c¢cht
2sh? t V1 +chet
(3) est donc de la forme : cos Ctha=_cht ,shtil+cht
tvh1t+ch2t ch? t
ﬁ-i:- =7\/§Sht, -
A2 B2 lavecAz2etB i1+cet Orb=t Onabien:
Posons maintenant : th b = cos C.th a,
- = V2 sht
v=i2shTetu 1 +clPt ch1 ce que l'on cherchait & obten@ette formule

est a rapprocher de la formule de trigonemé
On retrouve bien $T) - ci¥(T) =-1; T est le trie sphérique :
parametre “hyperbolique” sur I'hyperbolg.H
tan b = cos C.tan a
Or
x=Uu+v Il nous reste a retrouver ces formules de tri
2 gonométrie hyperbolique dans un triangle hy
donc x —g sht _ ch T +sh ' perbolique quelconque. Ces “angles” que I'on
2 i1 ;hc{‘zt considéere ici ne sont pas les mémes angles
y= 21+ ct ch T -sh r gue dans la géométrie sphérique ordinaire, ce
chrt . r
qui rend les calculs plus @diles.
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[document : lettre adressée par Jean-Pierre “angulaires’ sur le grand cercle qui contient
Bouguignon aux éleves, au cours de leurs les deux points, la distance des deux points
recheches, le 20 février 1993 (extraif) : de H+ s'obtient en prenant la différence des
parametres “hyperboliques” (i.e. ceux qui vé
« Je propose que vous partiez de I'hyperboldfient coslit - sinktt = 1) sur I'hyperbole les
de H d'équation¢ + y? - 2 = - 1 (plutdt que joignant dans le plaR.
de celui dont vous vouliez partir, I'avantage
étant qu'en placant le signe - devant ety La partie de la construction qui est la plus
peuvent étre pris comme coordonnées sur la surprenante, au moins la premiere fois qu'on
partieH+ deH d'altitudez positive). la rencontre, est celle qui donne la mesure
des angles au sommet du triangle “hyperbo-
Pour établir votre géométrie, il faut autant lique”.
gue possible copier les constructions faites
sur la sphere (et que vous aviez bien com- On détermine d'abord les vecteurs tangents
prises, me semble-t-il). Je vais détailler les aux deux cotés issus d'un sommet du triangle,
guelques points qui peuvent a priori vous dpar exempleg. Pour cela deux méthodes sont
router Le tout reste trés simple comme vouysossibles :
allez le voir
— soit prendre l'intersection en p entre le
Tout d'abord les cbtés des triangles sphé- plan P et le plan affine tangent a H+ en
riques sont obtenus comme portions de p= (xp, Yp» zp) dont I'équation s'obtient en-dé
grands cercles (qui sont en fait les géodé- rivant I'équation définissant H+ soit
siques de la sphéré&r les grands cercles de<p (x - xp) +Yp (y - yp) -7, (z zp) =0.
la sphéere sont obtenus en coupant la sphére
avec des plans passant par |'origine. Remar — soit donner une représentation paramé-
guons qu'en prenant deux points sur la sphéiigue du cété du triangle - (X(t), y(t), z(t))
il y atoujours un plan passant par |'origine et calculer le vecteur-vitesse de cette trajec-
qui contient ces deux points ; il est en génétaire. On dispose alors de deux vecteurs
unique sauf si les deux points sont diametra= (vy, v, v,) etw = (w,, Wy, W,) au pointp
lement opposeés. dont I'angle est alors estimé par la formule
Nous établissons I'analogie avée : si nous  cos((v, w) = Vil T Vlly - V2l
prenons deux points p et g, ils déterminent Ve + w2 - v Ve + wy? - w2
avec l'origine un unique pla qui coupeH+
suivant une courbe (en fait une hyperbole diette formule, a priori surprenante, est la
plan P comme on le voit facilement car, si copie conforme de celle que nous pourrions
I'équation du pla® esta x+ b y+ c z= 0, utiliser sur la sphére (si nous n'utilisions pas
on peut substituer @ ou ay dans I'équation implicitement que I'on peut calculer les
X2+ y?2- 2= -1 son expression tirée de I'équangles comme d'habitude dans I'espace -eucli
tion du plan en remarquant qaetb ne ped dien ordinaire) a condition de remplacer le
vent étre tous deux nuls puisque P contient produit scalaire “habituel”
des points dont l'altitude est positive). On dé
montre que cette courbe joigngné g est un (V.w = vy + VyWy, + V,W,)
plus court chemin entre deux quelconques de
ses points (a la dérence de ce qui se passgar |le produit scalaire dit “lorentzien” (i.e.
sur la sphere, elle ne se recoupe pas elle- avec un signe - devant les composantes en z)
méme) Ces courbes planes vont jouer le rolee qui est obligatoire car nous ne regardons
des grands cercles sur la sphére. De méme pas la sphere dont ['équation est
gue la distance sur la sphére s'obtient en pxé+ y? + 22 = 1 mais |'hyperboloide dont
nant la diférence des valeurs des parametrbéquation esté +y?-Z2=- 1. (...) »
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