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Lorsqu'en début d'année, le chercheur nous a
présenté ce sujet, ces deux mots associés :
"géométrie/formules" ont tout de suite attiré
l 'attention de cinq d'entre nous. D'abord, ce
sujet nous paraît plus mathématique et d'autre
part, qu'y a-t-il derrière ce doublet : relation
ou opposition, ou même interaction ? Nous
connaissons déjà la trigonométrie plane qui
mêle l a géométri e et les cal cul s. Nous
sommes enthousiasmés à l'idée de découvrir
des relations (si elles existent) dans d'autres
géométries (si elles existent aussi!). Dans le
plan, on sait "résoudre" un triangle, c'est-à-
dire déterminer tous ses éléments (angles et
mesures de côtés) quand on en connaît trois,

sujet proposé par Jean-Pierre Bourguignon : La géo-
métrie derrière les formules

La trigonométrie a pour objet (comme l'analyse
de son nom l'indique) la détermination des proprié-
tés métriques des triangles.En effet, grâce aux for-
mules de trigonométrie, il est possible de déterminer
toutes les mesures d'un triangle (longueurs des côtés,
mesures des angles, etc.) à parti r d'un certain
nombre d'entre el les (c'est ce qu'on appelle “ ré-
soudre le triangle” ). Comme cette trigonométrie
s'applique aux triangles plans, elle mérite d'être ap-
pelée trigonométrie plane.

Il existe d'autres trigonométries, pour lesquelles
les formules fondamentales de détermination des
mesures d'un triangle sont des modif ications de
celles de la trigonométrie plane.La plus naturelle est
celle des triangles sphériques dont l'étude se présen-
te naturellement à toute personne intéressée par l'as-
tronomie puisque la voûte céleste se présente à nous
comme une hémisphère. Le phénomène fondamen-
talement nouveau que l'on rencontre dans les tri-
angles sphériques est que la somme de leurs angles
ne vaut plus 180 degrés mais dépend de l'aire enclo-
se par le triangle. Il existe cependant une t r i g o n o -
métr ie sphér ique qui permet la résolution des tri-
angles sphériques en tous points analogue à celle des
triangles plans.

Au siècle dernier un mathématicien allemand,
Taurinus, s'est rendu compte qu'il était possible de
modifier les formules de la trigonométrie sphérique
en continuant d'avoir la cohérence que l'on rencontre
dans celle-ci en introduisant des fonctions autres que
les sinus et cosinus (qui ont depuis pris le nom de
cosinus hyperbolique et de sinus hyperbolique).Il a
dérivé un ensemble de formules qui se comportent
comme s'il existait effectivement un espace dans le-
quel ces formules donneraient la résolution des tri-
angles tracés dans cet espace.C'est la découverte de
cette géométrie qui est le but de la recherche … en
partant seulement des formules et en procédant par
analogie avec la géométrie sphérique et ses relations
avec la géométrie plane.
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par exemple. Une question se pose alors :
peut-on trouver en modifiant les formules de
tri gonométri e pl ane, des relations entre
angles et côtés d'un triangle dessiné sur une
sphère ?

L'eau nous monte à la bouche en entendant le
chercheur nous vanter les mérites de TAURI-
NUS, mathématicien al lemand du XIX i è m e

siècle, qui s'était attelé à ce problème. L'idée
géniale de TAURINUS, au siècle dernier, est
de modifier ces formules de la trigonométrie
sphérique tout en gardant leur cohérence et
en introduisant des fonctions nouvelles autres
que le sinus et le cosinus. Ces formules per-
mettent-el les de "résoudre" un triangle sur
une autre surface ? Nous nous lançons dans
cette recherche et nous espérons vous faire
partager notre plaisir d'avoir atterri sur un hy-
perboloïde.

Pour raviver vos souvenirs ou pour vous in-
f o r m e r, voici les formules trigonométriques
utilisées couramment en géométrie plane :

Dans un triangle rectangle ABC

b = a sinb b = a cosc
c = a sinc c = a cosb

Dans un triangle quelconque ABC

a2 = b2 + c2 - 2 b c cosA
b2 = a2 + c2 - 2 a c cosB      
c2 = b2 + a2 - 2 b a cosC      

a/sinA = b/sinB = c/sinC 

Le plan étant une surface trop classique, nous
vous proposons un petit détour sur la sphère.
Nous allons nous promener le long d'un tri-
angle sphérique : c'est un triangle déterminé
par trois segments de géodésiques de la sphè-
re (des portions de grands cercles) qui se cou-
pent en A, B, C.

Une géodésique est le chemin le plus court
entre deux points d'une surface. 

Ce qu'il y a de nouveau par rapport au plan,
c'est que les mesures des côtés, a, b, c, sont
aussi mesurées en unités d'angles. Si la sphè-
re a pour rayon 1, a = ∠ BOC. L'angle ∠ A
du triangle sphérique est l'angle des plans des
grands cercles passant respectivement par
AOC et AOB.

Ce qu'il y a de nouveau aussi, c'est que l'on
peut trouver des triangles ayant 3 angles
droits ! 

On peut par exemple montrer que

180 degrés < A + B+ C < 900 degrés.

Nous n'allons pas vous donner toutes les dé-
monstrations que nous avons fai tes cette
année, mais vous indiquer les démarches et
méthodes uti l i sées pour certaines d'entre
elles.
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Par exemple, dans un triangle sphérique rec-
tangle :

Dans le triangle BDO, qui est rectangle en D,
on a :  sin a = DB/OB = (DB/EB) × (EB/OB).
Or dans le triangle BED rectangle en D,
on a : (DB/EB) = sin A. Et dans le triangle
OBE, on a : (EB/OB) = sin c. On obtient
donc : sin a = sin A.sin c.

Par des méthodes analogues , on obtient les
formules :

1. sin a = sin A sin c
2. tan a = tan A sin b
3. tan a = cos B tan c
4. cos c = cosb cos a
5. cos A = sin B cos a
6. sin b = sin B sin c
7. tan b = tan B sin a
8. tan b = cos A tan c
9. cos c = cotan A cotan B
10. cos B = sin A cos b

Le triangle sphérique est dit quelconque si
aucun de ses 6 él éments (3 longueurs, 3
angles) n'a la même mesure. Comme dans les
triangles sphériques rectangles, nous pouvons
établ i r des formules qui  s'appl iquent aux
sphériques quelconques. En voici quelques-
unes :

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A
cos b = cos c cos a + sin c sin a cos B
cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C

cos A = - cos B cos C + sin B sin C cos a
cos B = - cos C cos A + sin C sin A cos b
cos C = - cos A cos B + sin A sin B cos c

Voici comment nous les avons obtenues : 

ABC est un triangle sphérique quelconque.
Par C, on mène un grand cercle perpendicu-
laire à AB le coupant en D. On pose CD=h.
Dans le triangle rectangle BCD :

sin h = sin b.sin A. 

Dans le triangle BCD, sin h = sin a.sin B.
Alors :

sin a.sin B = sin b.sin A

et sin a / sin A = sin b / sin B.

De manière analogue, en faisant passer un
grand cercle par B perpendiculaire à AC,
nous trouvons : sin a / sin A = sin c / sin C.
Ainsi :

Etabl issons la formule du cosinus pour les
côtés. Sur les figures (a) et (b) ci-dessus, soit
AD = m.

Dans le triangle rectangle ACD :

(1) sin m = tan h.cotan A,
(2) sin h = sin b.sin A,
(3) cos a = cos h.cos m.

Dans le triangle rectangle BCD :

(4) cosa = cosh.cos(c-m)
= cosh(cosc.cosm+sinc.sinm),

puisque cos(c-m) = cos(m-c).

c

a

A

C

B

b

a
bc

E

D
O

π

π'

sin a
sin A

 = sin b
sin B

 = sin c
sin C

A B

C

D

a

m c-m

b

h

fig (a)

A B

C

D

a

c m-c

b h

fig (b)

sin a
sin A

 = sin b
sin B

 = sin c
sin C

La recherche à l'école … page 53

Congrès “MATh.en.JEANS” à l'Ecole Polytechnique les 23, 24, 25, 26 avril 1993



Reportant dans (4) la valeur tirée de (1) et
celle de cos m tirée de (3) :

cos a
= cosh.(cosc.cosb / cosh + sinc.tanh.cotanA)
= cos c.cos b + sin c.sin h.cotan A ;

et reportant la valeur de sin h tirée de (2),

cosa = cosc.cosb + sinc.sinb.sinA.cotanA
cosa = cosb.cosc + sinb.sinc.cosA.

Les autres formules peuvent s'obtenir par per-
mutations circulaires des variables :

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A
cos b = cos c cos a + sin c sin a cos B
cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C

Là aussi, il existe des analogies avec les for-
mules de trigonométrie plane dans un triangle
quelconque.

Par exemple :

En faisant tendre a, b, c vers zéro donc pour
un nombre très petit, on obtient alors une for-
mule de trigonométrie plane :

Grâce aux indications du chercheur, nous
avons alors uti lisé les travaux de Ta u r i n u s
(1794-1874), pour nous intéresser à la géo-
métrie hyperbolique.

A partir des formules précédentes, en rempla-
çant une sphère de rayon unité par une sphère
de rayon k, on obtient alors par exemple :

cos(a/k)
= cos(b/k).cos(c/k) - sin(b/k).sin(c/k).cosA.

C'est ce que nous avons appelé 
la formule fondamentale

de la géométrie sur la sphère.

Taurinus nous invite alors à remplacer k par
ik , où “i” est le nombre imaginaire tel que :

“i 2 = -1”

→ → → → → → → → → → → → → → → → → →
→ → → → → → → → Parenthèse sur “ i”  et sa
représentation. Dans le plan complexe , on
associe à “i” le couple (0, 1).

Un point M du plan de
coordonnées (x, y) est
l 'image d'un nombre
imaginaire z, un
nombre complexe, tel
que z = x + iy.

Parmi ces nombres complexes, ceux dont
l 'image est sur le cercle de centre O et de
rayon 1, jouent un rôle particulier car alors
x = cos θ et y = sin θ. Le point de ce cercle
est alors l'image de z = cos θ + i sin θ.

On remarque que si z' = cos θ' + i sin θ' :

zz' = cos(θ + θ') + i sin(θ + θ').

De même pour un point M' repéré par l'angle
(- θ) :

z" = cos(- θ) + i sin(- θ), soit donc :
z" = cos θ - i sin θ.

A ce complexe , on associe la notation “eiθ”.
On écrit donc eiθ = cos θ + i sin θ comme s'il
s'agissait d'une puissance d'un nombre parti-
culier “e” qui est un outil très utile pour faire
des mathématiques. On a :

eiθ = cos θ + i sin θ
e-iθ = cos θ - i sin θ

D'où :

cos θ = (eiθ + e-iθ)/2
sin θ = (eiθ - e-iθ)/2.

Ce sont les formules d'EULER. Cette nota-
tion est compatible avec les règles habituelles
de multiplication puisque eiθ.eiθ' = ei(θ+θ').

sin a
sin A

 = sin b
sin B

 = sin c
sin C

a
sin A

 = b
sin B

 = c
sin C

θ
M

O
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Que deviendraient ces formules si l'on rem-
plaçait θ par iθ ?

On obtiendrait : 

“cos iθ” = (ei2θ + e-i2θ)/2 = (eθ + e-θ)/2

Ceci est un nombre réel. Or, Taurinus a posé :
ch θ = (eθ + e-θ)/2, et c'est un nombre réel.

Avec “sin iθ”, on obtiendrait :

sin iθ = (ei2θ - e-i2θ)/2i
sin iθ = (e-θ - eθ)/2i
sin iθ = i (e-θ - eθ)/(-2) = i (eθ - e-θ)/2.

De même que pour “cos iθ”, Taurinus a posé
“sin iθ” = i sh θ (sinus hyperbolique). On ob-
tient donc  

sh θ = (eθ - e-θ)/2.

← ← ← ← ← ← ← ← ← ← ← ← ← ← ← ← ← ←

Revenons à l' idée de TAURINUS qui était de
remplacer k par ik dans la formule :

cos(a/k) = cos(b/k).cos(c/k) (1)
+ sin(b/k).sin(c/k).cosA.

cos(a/ik) = cos(b/ik).cos(c/ik) 
+ sin(b/ik).sin(c/ik).cosA.

Multiplions en haut et en bas par i ; rappelons
que i2 = -1. On obtient :

cos(ia/-k) = cos(ib/-k)cos(ic/-k)
+ sin(ib/-k).sin(ic/-k).cosA.

Rappelons que cos iθ = ch θ et sin θ = i sh θ.
Nous avons donc :

ch(-a/k) = ch(-b/k).ch(-c/k)
+ ish(-b/k).ish(-c/k).cosA.

ch(-a/k) = ch(-b/k).ch(-c/k)
- sh(-b/k).sh(-c/k).cosA

On peut vérifier que

ch(-θ) = ch θ et que sh(-θ) = - sh θ.

Finalement on a :

ch(a/k) = ch(b/k).ch(c/k) (2)
- sh(b/k).sh(c/k).cosA.

Nous remarquons que cette formule est obte-
nue à partir de (1) en remplaçant cos par ch
pour les côtés et en laissant cos pour l es
angles.

Attardons-nous quelque peu sur sh θ et ch θ. 

En tri gonométrie ordi naire, nous savons
cos2(θ) + sin2(θ) = 1. On pourra aisément vé-
rifier que ch2(θ) - sh2(θ) = 1.

Un dessin mettra en
évidence l 'analogie
qui existe entre la tri-
gonométrie ordinaire
et l a tri gonométr ie
sphérique :

Dans le premier cas, un point M(x, y) est tel
quex2 + y2 = 1.Dansle deuxièmecas,unpoint
de l'hyperbole peut être repéré par x = ch θ et
y = sh θ. Nous avons bien : x2 - y2 = 1.

Alors nous restait à retrouver la géométrie
derrière ces formules de trigonométrie hyper-
bolique. Pour cela nous travaillerons sur un
hyperboloïde qui jouera un rôle équivalent à
celui de la sphère en géométrie sphérique. 

M

O

M X = cos θ
Y = sin θ

X2 + Y2 = 1

cercle de centre O
de rayon R = 1

θ
M

O

M

O

M X = ch θ
Y = sh θ

X2 - Y2 = 1

hyperbole
de centre O
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Un hyperboloïde est engendré par la rotation
d'une hyperbole autour d'un de ses axes de
symétrie.

Un triangle sera dit hyperbolique s'il est limi-
té par 3 géodésiques (comme pour un triangle
sphérique sur une sphère). Or une géodésique
sur l'hyperboloïde est obtenue en prenant la
courbe d'intersection de cet hyperboloïde
avec un plan passant par O. Nous avons es-
sayé de retrouver dans un triangle hyperbo-
l ique ABC les formules de trigonométrie
comme celles trouvées plus haut.

Soit par exemple l'hyperboloïde H+ d'équa-
tion  :

x2 + y2 -z2 = -1.

Nous avons fai t l es cal culs dans un cas
simple, pour un triangle hyperbol ique rec-
tangle isocèle ABC. Il est rectangle en A. A
est le point (0, 0, 1). L'arc AB est un arc d'hy-

perbole H1 dans le plan xoz. L'arc AC est un
arc d'hyperbole H2 dans le plan yoz. L'arc BC
est un arc d'hyperbole H3 dans un plan pas-
sant par O.

Dans xoz, l'équation de H1 s'écrit :

x2 - z2 = -1

Dans yoz, l'équation de H2 s'écrit :

y2 - z2 = -1

Le plan P passe par O et rencontre l'hyperbo-
loïde en une hyperbole d'arc BC. Par analogie
avec la distance de 2 points sur la sphère, la
distance de 2 points de H+ s'obtient en faisant
la différence des paramètres “hyperboliques”
sur l'hyperbole les joignant dans le plan P.

Dans le plan yoz, l'hyperbole qui contient A
et C est paramétrée par :

x = 0
y = sht
z = cht

On a bien :

y2 - z2 = -1.

De  même dans le plan xoz on obtient :

x = sh t
y = 0
z = ch t, donc :

A (0, 0, 1)
B (sht, 0, cht)
C (0, sht, cht)

Les côtés et les “ angles”  du triangle ABC
sont respectivement :

b = t = c
a = T(c) - T(b),

T(c) et T(b) étant les paramètres hyperbo-
liques des points B et C que nous détermine-
rons plus tard.

O

x

y

z

A

CB

BC n'est pas un arc de cercle mais
d'hyperbole : intersection du plan

OBC avec H+
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Les angles :

A est un angle droit.
B = C par symétrie.

Nous allons déterminer leur cosinus.

cos C = cos (V2, V3) où V2 et V3 sont des
vecteurs directeurs des tangentes aux hyper-
boles H2 et H3 portant les arcs AC et BC.

Déterminons V2 et V3.

V2 : vecteur directeur de la tangente à H2 en
C. Or C a pour coordonnées : 0, sht, cht. V2 a
pour coordonnées : 0, cht, sht. Ce sont les dé-
rivées des coordonnées de C. V3 est un vec-
teur di recteur de l 'intersection du plan P
contenant OBC et du plan affine tangent à H+
en C dont l'équation est de la forme :

XC(X-XC) + YC(Y-YC) - ZC(Z-ZC) = 0

L'équation du plan P(OBC) est :

x + y - tht.z = 0   (tht = sht / cht)

L'équation du plan affine tangent à H+ en C
est :

sht (y - sht) - cht (z - cht) = 0

La droite d'intersection des 2 plans a pour
équations :

y.sht - cht.z - sh2(t) + ch2(t) = 0
x + y - tht.z = 0

On tient compte de ch2(t) - sh2(t) = 1. On ob-
tient les équations de la droite D :

y = (1/tht).z -(1/sht)
x =(tht-1/tht).z +1/sht

droite dont un vecteur directeur est :  

V3 (tht - 1/tht, 1/tht, 1).

Donc on aura :

V3 (th2t - 1, 1, tht)

soit encore :

V3 (-1/ch2t, 1, tht).

On peut donc maintenant calculer cos(V2,V3)
en utilisant la formule :

ce qui donne :

On a donc : .

Essayons de retrouver une formule de trigo-
nométrie hyperbolique dans le triangle rec-
tangle ABC analogue à l'une des formules de
trigonométrie sphérique dans un triangle
ABC rectangle aussi en A.

On sait qu' on a par exemple :

tanb = cosC.tana.

On devrait trouver dans le triangle hyperbo-
lique rectangle ABC :

thb = cosC.tha. (E)

I l  nous faut déterminer tha, c'est-à-dire
th(T(b)-T(c)).

Pour cela reportons nous à la géodésique por-
tant l'arc BC dans le plan OBC. Elle est défi-
nie par les 2 équations :

x2 +y2 - z2 = -1
x + y - tht.z = 0

Posons :
x + y = u et x - y = v.

Alors : x = (u + v)/2 et y = (u - v)/2

cos (V2, V3) =
V2xV3x + V2yV3y - V2zV3z

V2x
2 + V2y

2 - V2z
2 V3x

2 + V3y
2 - V3z

2

cos (V2, V3) = ch t
1 + ch2 t

cos C = ch t
1 + ch2 t
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On obtient donc le système :

La deuxième égalité équivaut à : u = tht.z. Si
on élève au carré : u2 = th2(t).z2. On multiplie
(1) par th2(t), alors on a :

Ce qui donne après transformation :

de la forme :

Or :

(3) est donc de la forme :

Posons maintenant :

On retrouve bien sh2(T) - ch2(T) = -1 ; T est le
paramètre “hyperbolique” sur l'hyperbole H3.

Or

Au point B, y = 0. Donc :

Au point C, x = 0. Donc :

Or nous cherchons à déterminer th a avec
a = T(b) - T(c) d'où :

Or b = t. On a bien :

th b = cos C.th a,

ce que l'on cherchait à obtenir. Cette formule
est à rapprocher de la formule de trigonomé-
trie sphérique :

tan b = cos C.tan a

Il nous reste à retrouver ces formules de tri-
gonométrie hyperbolique dans un triangle hy-
perbolique quelconque. Ces “angles” que l'on
considère ici ne sont pas les mêmes angles
que dans la géométrie sphérique ordinaire, ce
qui rend les calculs plus difficiles.

(1)     
(u + v)2

4
 + 

(u - v)2

4
 - z2 = -1

(2)     u + v
2

 + u - v
2

 - th t. z = 0

th2 t + u + v
2

2 + u - v
2

2  - u2 = - th2 t

u2 1
2

 - 1
th2 t

 + v
2

2
 = - 1

v2

2
 -  u2

1
- 1

2
 + 1

th2 t

 = - 1     (3)

1
th2 t

 - 1
2

 = 2 - th2 t
2 th2 t

=  1 + 1 - th2 t
2 th2 t

= 
1 + 1

ch2 t
2 th2 t

= 1 + ch2 t
2 sh2 t

v2

A2
 -  u

2

B2
 = - 1 avec A = 2 et B = 2 sh t

1 + ch2 t

v = 2 sh T et u = 2 sh t
1 + ch2 t

 ch T

x = u + v
2

donc x = 2
2

 sh t
1 + ch2 t

 ch T + sh T

y = 2
2

 sh t
1 + ch2 t

 ch T - sh T

th (TB) = sh t
1 + ch2 t

     (4)

th (TC) = - sh t
1 + ch2 t

th(TB) = - th(TC) donc th(TB - TC) = th(2TB)

th a = th (2 TB) = 
sh (2 TB)
ch (2 TB)

th a = 2 sh TB ch TB

ch2 TB + sh2 TB
 = 2 th TB

1 + th2 TB
D'après (4) on a :

th a = 2 sh t
1 + ch2 t

 × 1

1 + sh2 t
1 + ch2 t

= 
2 sh t 1 + ch2 t

1 + ch2 t × 2 ch2 t

= sh t 1 + ch2 t
ch2 t

Or cos C = ch t
1 + ch2 t

cos C th a = ch t
1 + ch2 t

 × sh t 1 + ch2 t
ch2 t

= th t
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[document : lettre adressée par Jean-Pierre
B o u rguignon aux élèves, au cours de leurs
recherches, le 20 février 1993 (extrait) :]

« Je propose que vous partiez de l'hyperboloï-
de H d'équation x2 + y2 - z2 = - 1 (plutôt que
de celui dont vous vouliez partir, l'avantage
étant qu'en plaçant le signe - devant z, x et y
peuvent être pris comme coordonnées sur la
partie H+ de H d'altitude z positive).

Pour établ ir votre géométrie, il  faut autant
que possible copier les constructions fai tes
sur la sphère (et que vous aviez bien com-
prises, me semble-t-il ). Je vais détail ler les
quelques points qui peuvent a priori vous dé-
router. Le tout reste très simple comme vous
allez le voir.

Tout d'abord les côtés des triangles sphé-
riques sont obtenus comme porti ons de
grands cercles (qui  sont en fai t les géodé-
siques de la sphère).Or les grands cercles de
la sphère sont obtenus en coupant la sphère
avec des plans passant par l'origine. R e m a r-
quons qu'en prenant deux points sur la sphère
il y a toujours un plan passant par l'origine
qui contient ces deux points ; il est en général
unique sauf si les deux points sont diamétra-
lement opposés.

Nous établissons l'analogie avec H+ : si nous
prenons deux points p et q, i ls déterminent
avec l'origine un unique plan P qui coupe H+
suivant une courbe (en fait une hyperbole du
plan P comme on le voit facilement car, si
l'équation du plan P est a x + b y + c z = 0,
on peut substituer à x ou à y dans l'équation
x2 + y2 - z2 = - 1 son expression tirée de l'équa-
tion du plan en remarquant que a et b ne peu-
vent être tous deux nuls puisque P c o n t i e n t
des points dont l'altitude est positive). On dé-
montre que cette courbe joignant p à q est un
plus court chemin entre deux quelconques de
ses points (à la différence de ce qui se passe
sur la sphère, el le ne se recoupe pas el le-
même).Ces courbes planes vont jouer le rôle
des grands cercles sur la sphère. De même
que la distance sur la sphère s'obtient en pre-
nant la différence des valeurs des paramètres

“ angulaires”  sur le grand cercle qui contient
les deux points, la distance des deux points
de H+ s'obtient en prenant la différence des
paramètres “hyperboliques” (i.e. ceux qui vé-
rifient cosh2t - sinh2t = 1) sur l'hyperbole les
joignant dans le plan P.

La partie de la construction qui est la plus
surprenante, au moins la première fois qu'on
la rencontre, est celle qui donne la mesure
des angles au sommet du triangle “hyperbo-
lique”.

On détermine d'abord les vecteurs tangents
aux deux côtés issus d'un sommet du triangle,
par exemple p. Pour cela deux méthodes sont
possibles :

— soi t prendre l'intersection en p entre le
pl an P et l e plan affi ne tangent à H+ en
p = (xp, yp, zp) dont l'équation s'obtient en dé-
r i vant l 'équation déf ini ssant H+ soi t
xp (x - xp) + yp (y - yp) - zp (z - zp) = 0.

— soi t donner une représentation paramé-
trique du côté du triangle t → (x(t), y(t), z(t))
et calculer le vecteur-vitesse de cette trajec-
toi re. On dispose alors de deux vecteurs
v = (vx, vy, vz) et w = (wx, wx, wz)  au point p
dont l'angle est alors estimé par la formule

Cette formule, a priori  surprenante, est la
copie conforme de celle que nous pourrions
utiliser sur la sphère (si nous n'utilisions pas
impl i ci tement que l 'on peut cal cul er les
angles comme d'habitude dans l'espace eucli-
dien ordinaire) à condition de remplacer le
produit scalaire “habituel”

(v.w = vxwx + vywy + vzwz)

par le produit scalaire dit “ lorentzien”  (i.e.
avec un signe - devant les composantes en z)
ce qui est obligatoire car nous ne regardons
pas l a sphère dont l 'équati on est
x2 + y2 + z2 = 1 mais l 'hyperboloïde dont
l'équation est  x2 + y2 - z2 = - 1. (…) » 

cos (v, w) = 
vxwx + vywy - vzwz
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