3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164062862089986280348253421170

o 171536436789259036001133053054882046652138414695194151160943305727036575959195309218611738193261179310511854807446237996274956735188575272489122
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793818301194912...
encadrement det par une
Tt expérimentation physique

par Steve Assandri, Fabrice Breton, Thomas Objectif : Trouver plusieurs encadements

Thaveau, Alexandre Flament, Sébastien de 1t par expériences physiques.

Quenet, éleves de“2du Lycée Fragonard de

I''sle-Adam et Rozak Roba Abdul, Frédéric Le volume V du cylindre étant égal a : ie=

Daunis, Mathieu Faliu, David llloz, BéatricdR> h . On en déduit quer=

Salat, éleves de 2 Corine Flion, Valérie

Guillon, éléves de 1*° Armele Melet, Henri Expérience 1 :

Torgemane, éléves de T*, tous du lycée Al- Mesures :

fred Kastler de Cgy-Pontoise 873<V< 875 (ml)
9,85 <2R< 10,05 (cm)

enseignantes : Annick Boisseau, Claude Matz 114<h< 11,5 (cm)

R?h

et Annie Soismier . 4,925< R< 5,025
(4,925 < R?< (5,025)

chercheurs : Michele Vemgne et Francois 11,4< hs 11,5
Digne, de I'Ecole Normale Supérieure 4,925x11,4< Rh< 5,025x 11,5
Documentation utilisée: 1 < 1 < 1

Extraits nombreux du livre “Le nombré. 5,02% x 11,5 R2h 4,92% x 11,4

Extrait de Tangente n°27.
Commentaires des professeurs : 873 < Vv < 875

C'était un sujet vaste. Les éléves ont paru 5022 x 11,5 R?h 492%x 11,4
perdus, ne voyant pas toujours ce qu'on attendait
d'eux. Beaucoup de pistes ont été abordées, ils sont d'ou : 3,006 1< 3,164
passes de I'une a l'autre, souvent sans aboutir alors

gue c'était réalisable. . . . .
NoUS pensons que ce groupe comportait| Rémarques : Pour avoirm par déefaut, il faut

trop d'ééves (en particulier 8 & 10 éleves pour le prendre le résultat du volume par défaut et |
lycée de Cergy). Il a été nécessaire de faire des [petdfmensions par exces. Pour avmipar exces

groupes ce qui peut explique I'éclatement du tr avagn prend le résultat du volume par exces et
dans différentes directions. Le travail de groupe n

pas eu lieu réellement, ils ne se sont pas aperqu p&s dimensions par defaut. Le cylindre utilis
moments que leurs recherches allaient dans la méraemportait des stries. Donc |'expérience

direction (& peu de chose pres). n'amene pas des résultats précis (incertitude

Le compte rendu est un échantillonnage
guelgues uns des résultats et montre la diversitg d%glr la mesure du volume par exemple).

démarches. A notre grand regret nous n'avons pas pu _
obtenir la partie “INTRODUCTION". Expérience 2 :
A leur decharge, nous pensons leur avoir|  Mesures :

fourni des documents trop hombreux et trop varies, __ . .
et nous nous sommes interdit de leur imposer une ? cylindre ne comportant pas de stries)

§F0TTTSBE6TOLTOTFBTOSTLITIBHET 80P 6SESTLICTTBS0SS 609V BEGOLFIIOETBIEISIBOB ITB6L

piste unique. 612,9< V< 613,1 (ml)
A noter que Tt a é&é d'abord défini par les 8,32< 2R< 8,34 (cm)

éleves comme le périmétre d'un cercle de diametre 1. 11,22< h< 11,24 (cm)

Une partie du sujet utilise la formule de l'aire, sans T T !

justification de celle-ci. - 4,16 Rs< 4,17
(4,16Y< R< (4,17

PLAN : 11,22< h< 11,24

4,16x11,22< RPh<4,17x 11,24

[) Encadrement deTtpar une expérimentation
physique. 1 < 1 < 1

II) Encadrement de 1t par des périmetres. 4172 x 11.24 R2h 4162 x 11.22

[11) Encadrement de Ttpar des aires. ' ' ' '

d'ou : 3,135< 1< 3,159

ZILZS9I€8L98L€€ZBP9SLPBZI9I7I7€€6599SL60IBBZFW618‘80‘86!7568!76@39!7!7965

OFSTOTBTI60C60CET8BF LTSS STEI09900LBSFTLELTTFIOFCO9TLOIEOECTCBF9ITERSFOTISFE0IFET6I9SBFISFIO06 10
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Encadrement det par des périmetres Dans le triangle AXY rectangle en Y puisque
OAA'D est un carré dont les diagonales sont
Méthode : perpendiculaires :

On considere des polygones réguliers a 2"

cOtés (n entier naturel supérieur ou égal aRX? = XY? + YA? = [(2 - /2 )/A]? +(V2 [4)? =

inscrits et circonscrits a un cercle de rayon (8 -4V2)/16 = (2-/2)/4. AX=12 -v2 | 2.

1/2, son périmétre est donc égat.d_e péri

métre p d'un polygone inscrit est inférieur ol e périmétre de I'octogone inscrit dans le

égal au périmétre du cercle (longueur dune cercleC est :

corde inférieure ou égale a la longueur de

I'arc correspondant). Par contre on a admis 8 AX=8i2 -v2 /12=4(2 -y2 =3,06.

gue le périmétre du cercle est inférieur a celui

P, du polygone circonscrit au cercle. D' ou : Le polygone a seize cbtés inscrit dans le
cercle C a pour coté [XJ. OA = 1/2, (OM)

p,s U< P, médiatrice de [AX] coupe (AX) en I.

IA=1/2 AX = {2 _y2 /4.

approximation par défaut : polygones inscrits
Dans le triangle OAIl rectangle en | :

A M z A M B'

~ X OI’=OA*- IA?= (1/2f - (12 -v2 14y = 1/4 -
. (2-12)/116 = (2 +12 )/ 16.
Ol= V2 +y2/4.
N v 13=0J -0l
=1/2-12+V2/14=(2-12 +12) /4.
D O B .
Dans le triangle AJl rectangle en | :
AJ =P+ A2
=((2-V2 +V2)l4P + (2 -2 14y
=(2-12+42)/A.
D c C

Al =12-12+72/2.

C est un cercle de centre O de rayon 1/2. Le périmétre du polygone a seize cotés inscrit
OAA'D est un carré de c6té AO = 1/2. [ADHans le cercl€ est :
est une diagonale de OAA'D. Comme la-dia

gonale d'un carré de c6té a mesu/2 ,aalors 16 A =¢€/2-12+02 =3,12.
AD = V2 /2. [AD] est le cbté du carré ABCD

inscrit dans le cercle C. Le périmétre de ce  Généralisation
carréest:V2/2=2/2 =2, 8.

On a essayé de trouver une relation entre les
L'octogone de cété [AX] est inscrit dans le  différents résultats obtenus dans I'approxima
cercle C. [OX] est un rayon, et [OY] une tion par défaut. On prend toujours comme hy
demi -diagonale de OAA'D. pothése un cercle de centre O et de rayon 1/2.

A et B,_; sont deux sommets consecutifs d'un
XY =0X-0Y=1/2-72/4=(2-72)/4; polygone inscrit a 2" cOtés. On construit la
[AY] est une demi diagonale de OAA'D donmédiatrice du segment [AB], qui passe par
AY =12 /4. O et qui coupe le cercle en.B
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On obtient ainsi une nouvelle corde [AB,]. (aAB . Y= 1/4 [1-+/1 . AR2 12+1/4 (AB. )2
A et B, sont deux sommets consécutifs d'u(n n+) [ m] (ABy)

polygone inscrit a@otés. = 1/4 [1+1 -(AB)?- 2./1 - AB2 ]+1/4 (AB,)?
R = 1/4[2 - (AB)? + (AB,)2- 2/1 -AB2 |
=(2-2/1-ABZ /4= (1/1-AB} )2
! Conclusion :
Bn-1 o

(AB sy =(1-1/1 - AB3 )/2

On trace la médiatrice de [AB,] passant par approximation par exces :
@] et qui coupe le cercle cette fois-ci en un polygones citonscrits.
point B,,,. Le but est d'exprimer la longueur

AB,.1 en fonction de AB (longueur du coté A Moz oA "
du précédent polygone) pour qu'avec n'im- 2 X
porte quelle valeur donnée a n, donc pour un
polygone ayant un nombre de c6tés quel-
conque, on puisse déterminer le périmétre de
ce polygone et ainsi trouver des valeursde 5 5
de plus en plus précises.

PREUVE :
(OB, est la médiatrice de [AB,]. Dans le
triangle APB,,, 1 rectangle en P et d'apres le
Théoreme d®ythagore on a:

(ABp.+)? = (PBy.y)? + AP * Carré
Il faut donc calculer PR.

PB,;;= OB, - OP =1/2 - OP Le carré circonscrit au cercle de diamétre 1 a

Dans le triangle OPRrectangle en,Ri'apres pour coté 1, son périmétre est donc égal a 4.
le Théoréeme d@ythagore on a:

D' c c

OF = (OB,)* - (PBy)? * Octogone
OF = 1/4 - (1/2 AB)?
=1/4 - (1/4) (AR)’ L'octogone circonscrit a pour coté MN = 2
OP = 1/4/1 - AB3 XM. [OX] est un rayon du cercle car X ap-
partient au cercle, [A'O] est la demi-diagena
PBy+1= OBy1- OP le du carré.
=12 -1/2/1 - AB3 OX =1/2 ; AO=12/2 : AX= (12 - 1)/ 2.
Dans le triangle A%, (MN) //( AD). D'apres
=1/2(1+/1-AB3) le Théoréeme dd@halés : AX/A'Y = XM/YA.
Ona:YA=12AD=AY =12 /4
(ABp+1)® = (PByip)* + AP et XM= (AX.AY)/AY

YA = (/2 - 1)/2. D'ou le cété de l'octogone
(ABp+)? =[1/2 (1-4/1 - ABR ) +1/4 (AB)  mesure MN = V2 - 1 et son périmétre :
8(/12 - 1).
P est le milieu de ABdonc AP = 1/2 AR

Le périmétre de |'octogone mesure environ
3,32.
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* Polygone a 16 cotés
C6té du polygone a 16 cotédz' =2 AZ
Ona:AM=12MN=(2 -1)/2

et AlI=12AX=12-y2 /4.

Dans le triangle AMI rectangle en | :

MI2 = AM? - A2 = [(12 -1)/2)F -[(2 -2 /4]

= (10 -#2 )/16, d'ou :

MI=i/10- 72 /4.

Dans le triangle AMI, (Al)//(JZ), d'ou :
MI/IJ = MA/IAZ et AZ = (MA. 1J)/MI.

AZ=(12-1)(2-12+42)/2110-72

Le c6té du polygone AZ mesure :

(V2 -1)(2-12+2)/(10-72

et son périmétre:

16 (12 -1)(2-V2+v2)/110-72

page 22

Méthode utilisant la trigopnométrie.
Inconvénient de la méthode précédente : pour
obtenir la longueur d'un polygone régulier a

2" c6tés, il faut connaitre celle du polygone
précédent, ayant deux fois moins de cotés.

* PAR DEFAUT

A

Si un polygone régulier inscrit dans un cercle
de diamétre 1 a 2" c6tés, I'angle au centre

X OB mesure 360/2" degrés et |'angle inscrit
XAB qui intercepte le méme arc d'extrémités
X et B mesure la moitié de XOB, soit 180/2
degrés.

Dans le triangle XAB rectangle en X, on a:

sin (180/2) = XB / AB.

Le périmétre du polygone a 16 c6tés mesudéou XB = sin(180/2 et le périmétre du po

environ 3,19.

TABLEAU DE VALEURS

CARRE OCTOGONE POLYGONE A
16 COTES
Inscrit Inscrit Inscrit
2V2=28 4V2-72=332 82-12+2
=3,12
Circonscrit Circonscrit Circonscrit
4 8021332 1diz4f2ion?)
V10-7/2
= 3,19
2,8<sm<4 3,06< T 3,32 3,1x < 3,19

lygone est : &in(180/2). On a ainsi :
2'sin(180/2) < .

* PAR EXCES

On considére des polygones réguliers cir-
conscrits au cercle de rayons 1/2, a 4, 8, 16,
..., 2" cOtés. Le cercle est tangent a chacun

des cbtés du polygone, en son milieu. Pour un
polygone régulier a"z6tés, l'angle au centre

Pour un polygone a 32 cotes, inscrit, on a PLOC mesure 360/2" degrés et I'angle AOB,
déterminer son péerimetre grace aux formul@sesure la moitié : 18072legrés. Best lemi-

obtenues. Le périmétre est égal a :

U 2[]
2-4J242 O
1- l-G———0O

3zv H 2 H

2

Soit environ 3,13 . D'ou : 3,181

lieu de [AG], OB, = 1/2 et (OB) est perpen
diculaire a (AG).

Dans le triangle rectangle AQBon a
tan (180/2) = AB,/ OB,. D'ou :

AB, = 1/2 tan (180/9
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Le c6té du polygone mesure tan (180 le x représente le nombre de carrés complets de

périmétre : 2tan (180/2). On a ainsi : c6té 1 situés dans la partie du plan délimitée

par les segments [AB], [BB'], [B'A’] et I'arc
T < 2tan (180/2) de cercle d' extrémités A et A".
* CONCLUSION Ona:xx1<AB
x*< AB? ; OB*+ x*< OB + AB?
On peut ainsi obtenir des encadrementstde OB’ + X < OA car OA = OB + AB’
de la forme : Doncx? < OAz— OB?
2'sin(180/2) <t < 2 tan (180/2) Exemple: OB =9; OA=10.

Donc 81 + X< 100, soit X< 19, soit encore :

La précision sera d'autant meilleure que n X < V19

sera grand. Par exemple :
Il existe uniqguement quatre carrés complets

pour n =10, 2= 1024. dans le quadrilatere ABB'A'".
On trouve a l'aide de la calculatrice les ap- Le tableau ci-dessous nous donne pour les
proximations suivantes : différentes valeurs de OB le nombre de carrés
compris dans le quadrilatere ABB'A', pour un
3,1415& m < 3,14161 rayon égal a 10 :
Pour n = 20, 2= 1048576 (plus d'un million OB 12345678910
de c6tés), on trouve les mémes valeurs appro X 9999887640

chées par défaut et par excés a la calculatrice.
On obtient ainsi 276 carrés de coté 1 conte-
nus entierement dans un cercle de rayon 10.
Encadrement det par des aires. On peut alors écrire : 27461 R?, soit 276/R
< TU: Tt 2,76 pour un rayon R 10.
Obijectif : calculer le nombre de carrés de
c6té 1, compris dans un cete de rayon 10. Un programme sur calculatrice permet de
donner diférentes valeurs a R et d'obtenir les
Aprés ce calcul nous pourrons ainsi calculegsultats suivants :

Tt par défaut, en prenant les carrés unique- Valeurs
ment complets (dont les quatre sommets sont approchées
a l'intérieur du cercle). Rayon de Tt par
défaut
Dans le premier quadran, on considere les 10 2,76
points B et B' d'abscisse nulle et d'ordonnées 100 3,1016
entieres conseécutives, et les points A et A' de 150 3,114667
ce quadran situés sur le cercle et de méme or 200 3,1207
donnée respective que B et B'. 250 3,12512
300 3,127733
10 350 3,12950
e e a 400 3,1314
500 3,133392
550 3,13407
- R [La calculatrice utilisée ne permet pas d'ebte
nir un résultat pour B 600.]
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Creéation d'un programme permettant de En multipliant la somme des points trouvés
comptabiliser le nombre de points a par quatre, et en ajoutant le point central, on
coordonnées entieres dans un cercle de obtient le nombre de points a coordonnées

rayon R. entieres dans le cercle. Une approximation
par défaut det peut étre obtenue en divisant
Démarche : le nombre de points par le carré du rayon. Le

On choisit un rayon pour le cercle ; on nombre de points comptés est la partie entie
cherche a compter |le quart des points du re de l'aire du cercle. On a donc :
cercle, en travaillant donc sur un quart de
cercle (point central excepté). Pour chaque nb point< tx R?,
valeur entiére de x entre 0 et R, on calcule le
nombre de points sur la colonne d'abscissedou
en utilisant le théoréeme de Pythagore :
T = ( nombre de points /2R
nb points = int/(rayort -x?).

program pi;
uses printer;
a
rayon : word;
boucl e: byte;
poi nts: |ongint;
pi . extended;
[
liste : array[1..8] of extended = ( 1,5,10, 100, 500, 1000, 5000, 10000);
procedure cal cul (rayon: extended; var points:longint; var _pi:extended); var
somre : extended;

s . extended;
c ]
sm
PMEQ
repeat somme: =some+i nt(sqrt(sqr(rayon)-sqr(s-1) )); s:=s-1;
until s=0;
poi nts: = round(4*sonme+1) ;
_pi = (4*somme+l)/sqr(rayon) ;
ey
c ]
b
wite('Rayon :'); readln(rayon); calcul (rayon, points, _pi);
witeln(' Nonbre de points :', points); witeln('D'o6 PI ="', _pi);
witeln('Pressez une touche..."');
ah
for boucle:=1 to 8 do
c ]
cilfmeits
witeln(lst, Rayon:', liste[boucle]:7:0 ,'Nonbre de points:', points:10, 'Pi™', _pi:10:8); end;
ad

Codage de la pocédure en Turbo-Pascal (4.0 ou supérieur) :

procédure cal cul (rayon: extended; var points : longint; var _pi : extended); var
somme  : longint;
absci sse : 1ongint;
c ]
absci sse: = rayon;
somme : = 0,
repeat some : = somme+ round(sqrt(sqr(rayon)-sqr(s-1) )); dec(abscisse);

unti|l absci sse=0;

poi nts: = 4*somme+1;

_pi := points/sqgr(rayon) ;
ad
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