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1. Présentation du sujet  
La nature fonctionne sur un principe bien connu: la sélection naturelle, Đ’est à diƌe Ƌu'uŶe espğĐe 

adopteƌa la ŵĠthode Ƌui s’adapte le ŵieuǆ au ŵilieu ou à sa suƌvie. L’Hoŵŵe de tout teŵps a ĠtudiĠ la 
ŵoƌphogeŶğse, les lois ƌĠgissaŶt les foƌŵes et les stƌuĐtuƌes de la Ŷatuƌe et s’eŶ est iŶspiƌĠ, Đ’est le 
Biomimétisme. A travers le temps, l'abeille a fasciné de nombreux peuples comme les Mayas, les Grecs et 

même les Basques et en particulier de nombreux scientifiques comme Aristote, Darwin et Archimède qui 

oŶt ĠtudiĠ l’oƌgaŶisatioŶ de la ƌuĐhe, l’aŶatoŵie de l’aďeille, et la stƌuĐtuƌe de l’alvĠole. 
 

Domaine de recherches 

 

Étudieƌ ŵathĠŵatiƋueŵeŶt la sĠleĐtioŶ de la foƌŵe de l’alvĠole. 

 

2. Annonce des conjectures et résultats obtenus 

En étudiant la structure en 2 dimensions et en 3 dimensions, nous avons émis et vérifié les hypothèses 

suivantes:   

 

Hypothèse 1: La forme doit correspondre à celle de la larve. 
Hypothèse 2: La structure répond à un principe d'économie de matière.  
Hypothèse 3: La structure répond à une optimisation du traitement de l'information et de la 
communication. 
Hypothèse 4: La structure répond à une optimisation du nombre d'alvéoles. 
Hypothèse 5: La stƌuĐtuƌe doit ƌĠpoŶdƌe à uŶ ŵaǆiŵuŵ d’ĠĐhaŶge de Đhaleuƌ eŶtƌe les alvĠoles.  
Hypothèse 6: La structure répond à une optimisation de la soliditĠ de la stƌuĐtuƌe de l’alvĠole. 
Hypothèse 7: Des alvéoles rondes. 

 

3. Traitement du sujet 

L'abeille (1) 
L’aďeille joue uŶ ƌôle esseŶtiel daŶs la polliŶisatioŶ, elle assuƌe ϴϬ% des espğĐes de plaŶtes. 

L’aďeille joue aloƌs uŶ ƌôle esseŶtiel daŶs l’aliŵeŶtatioŶ vĠgĠtale huŵaiŶe. L’aďeille a une morphologie lui 

permettant la récolte et le transport de pollen. 

Morphologie d’uŶe aďeille 

 
 

Nous pouvons noter les antennes  peƌŵetteŶt à l’aďeille de se ƌeŶseigŶeƌ suƌ l’eŶviƌoŶŶeŵeŶt (nature, 

forme, la rugosité, température, ) et de communiquer avec ses congénères ; ainsi que les pattes 

postérieures qui sont utilisées pour la récolte et au transport du pollen. Elles possèdent des brosses à 

pollen et des corbeilles qui retiennent le précieux butin. Puis notons également les ailes qui servent à 
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émettre des sons intervenant dans la communication. Pour finir dans les éléments principaux l’aďdoŵeŶ 

ĐoŶtieŶt le jaďot, soƌte de ƌĠseƌvoiƌ où l’aďeille aĐĐuŵule le nectar et fabrique le miel. Les abeilles vivant au 

sein des ruches possèdent uŶ ĐoŵpoƌteŵeŶt soĐial, elles ĐoŵŵuŶiƋueŶt eŶtƌe elles aveĐ l’aide de 
phĠƌoŵoŶe, d’uŶe gestuelle précise…  
 

Il faut savoiƌ Ƌu’uŶ essaiŵ ŵoǇeŶ est ĐoŶstituĠ d’environ 100 000 cellules, ce qui représente 1 200 

grammes de cire ŶĠĐessaiƌe à sa faďƌiĐatioŶ. Cette Điƌe est pƌoduite à l’aide du ŵiel, saĐhaŶt Ƌue pouƌ uŶ 
essaiŵ ŵoǇeŶ oŶ a ďesoiŶs de ϳ,ϱ kg de ŵiel. De plus ĐhaƋue alvĠole possğde uŶ ďouƌƌelet d’uŶe Ġpaisseuƌ 
de 0,07 millimètre 

L'alvéole  
Les alvéoles sont construites essentiellement en cire par les abeilles et c'est là que sont élevées les 

laƌves et stoĐkĠs le ŵiel et le polleŶ. Les ouvƌiğƌes tƌavailleŶt eŶ gƌoupe à l’ĠdifiĐatioŶ des alvĠoles daŶs 
lesquelles seront abrités le couvain et les réserves de nourriture. 

 
Coupe hoƌizoŶtale d’alvĠole, 

guidée
1 

 
Vue du dessus d’uŶe plaŶĐhe 

d’alvĠole, guidĠe 

 
Alvéole de ruche, non guidée1 

OŶ pouƌƌait peŶseƌ Ƌue l’alvĠole est uŶ pƌisŵe dƌoit à ďase heǆagoŶale, ŵais eŶ fait l’alvĠole d’aďeille est 
composée d’uŶ pƌisŵe dƌoit à ďase heǆagoŶale  suƌŵoŶtĠ d’uŶe paƌtie d’uŶ dodĠĐağdƌe ƌhoŵďiƋue(2) que 

la ƌuĐhe soit ͞sauvage͟ ou guidĠe 

 

 
Construction non guidée

1
, les formes sont aussi 

ƌĠguliğƌes ŵais eŶ ͞tƌaŶĐhes͟ 

 
“tƌuĐtuƌe ͞guidĠe͟1

 de la ruche 

 

                                                           
1
 Structure guidée: Đe soŶt les ƌuĐhes ĐoŶstƌuites à l’aide d’uŶ ͞Cadƌe͟ ĐoŶteŶaŶt des feuilles de Điƌe gaufƌĠe   

 daŶs Đe Đas la ĐoŶstƌuĐtioŶ seƌa guidĠe ;photo Ϳ. A l’iŶveƌse si elles Ŷ’oŶt auĐuŶe ďase Đela seƌa une construction non 
guidée, sauvage ou libre.  



MATh.en.JEANS 2016 -2017                                 Lycée Jules Supervielle – Oloron Sainte Marie (64) 

Page 3 

Nos recherches nous ont permis de modéliser une alvéole 
d’aďeille eŶ ϯ diŵeŶsioŶs. Nous pouvoŶs voiƌ Ƌu’uŶe alvĠole est 
composée d’uŶ dodĠĐağdƌe ƌhoŵďiƋue ŵodĠlisĠ eŶ jauŶe puis 
d’uŶ pƌisŵe à ďase heǆagoŶale. 
 

 

 

De plus, nous pouvons voir que tout au cours de 
l’ĠvolutioŶ de la laƌve jusƋu'à Đe Ƌu’elle devieŶne 
une abeille Đapaďle d’ġtƌe autoŶoŵe, elle entre 
paƌfaiteŵeŶt daŶs l’alvĠole jusƋu'à pouvoiƌ eŶ 
sortir ;Cf “ĐhĠŵa de l’ĠvolutioŶ de la laƌveͿ. Nous allons 
étudier plusieurs hypothèses sur sa forme. Ainsi la 
vĠƌifiĐatioŶ de l’hǇpothğse ŶuŵĠƌo (3) 2 va nous 
permettre d'exclure certaines géométries. La 
photographie ci-ĐoŶtƌe ŵoŶtƌe les pƌĠŵiĐes d’uŶe 
ƌuĐhe saŶs l’aide d’uŶe ďase aƌtifiĐielle. 
 

La complexité 

 

 
Schéma de 

l’évolutioŶ de la 
larve 

 
PréŵiĐe d’uŶ essaiŵ 

 

A un moment les abeilles vont devoir créer des alvéoles pour stocker le miel, la reine, leur 

descendance. Il va falloiƌ tƌaiteƌ de l’iŶfoƌŵatioŶ   : lieu ĐoŶstƌuĐtiďle, le Ŷoŵďƌe de ĐôtĠs d’uŶe alvĠole, 
pƌofoŶdeuƌ, ďase… Ces iŶfoƌŵatioŶs ŶĠĐessaiƌes soŶt iŶsĐƌites gĠŶĠtiƋueŵeŶt daŶs l’aďeille doŶĐ dğs sa 
naissance et doivent être les plus faciles à reproduire pour un nombre indéterminé de fois. Les abeilles ont 

uŶ ďesoiŶ d’effeĐtueƌ ƌapideŵeŶt la ĐoŶstƌuĐtioŶ du fait Ƌue l’aďeille euƌopĠeŶŶe Ŷe vit Ƌue eŶviƌoŶs 122 à 

152 jours. 

Une des conditions nécessaires à sa construction est la rapidité ainsi que la dextérité et 

l’optiŵisatioŶ ; pouƌ Đela l’aďeille essaǇe de ĐƌĠeƌ la foƌŵe la plus siŵple à pƌoduiƌe et la plus ƌeŶtaďle, il 
existe les polygones réguliers qui ƌĠpoŶdeŶt à Đes Đƌitğƌes, ils soŶt foƌŵĠs d’uŶe seule loŶgueuƌ et d’uŶ seul 
angle.(3) MathĠŵatiƋueŵeŶt, oŶ dit Ƌue le polǇgoŶe est de ĐoŵpleǆitĠ ϭ du fait Ƌu’uŶ polǇgoŶe ƌĠgulieƌ 
est un ensemble de segments, générés par des droites de degré 1, modélisables par des fonctions affines, 

linéaires (les fonctions constantes étant excluesͿ,  aloƌs Ƌue le ĐeƌĐle est de ĐoŵpleǆitĠ Ϯ ĐƌĠĠ à paƌtiƌ d’uŶe 
équation de degré 2.  

 

Equation de degré 1 Equation de degré 2  

Fonction affines: f(x) = ax+b 
Fonction linéaire: f(x) = ax 

Équation du cercle: (x-a)2+(y-b)2=r2 

 

On peut donc confirmer cette hypothèse et rejeter la forme circulaire.(4) 

Après avoir étudié le comportement et la morphologie des abeilles vivant en société, nous avons observé 

une planche de ruches, on en a déduit les hypothèses suivantes ͞DaŶs uŶ espaĐe doŶŶĠ, l’aďeille ĐoŶstƌuit 
uŶ ŵaxiŵuŵ d’alvĠoles͟ et ͞La stƌuĐtuƌe doit ƌĠpoŶdƌe à uŶ ŵaxiŵuŵ d’ĠĐhaŶge de Đhaleuƌ eŶtƌe les 
alvĠoles. ͞ Ces hypothèses peuvent être interprétées par le pavage du plan. Le pavage du plan est une 

                                                           
2
Rappel: La structure répond à une optimisation du traitement de l'information et de la communication. 
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façoŶ de ƌeŵpliƌ uŶ espaĐe à l’aide de figuƌes ou d’uŶ ŵotif ideŶtiƋue saŶs tƌous Ŷi dĠďoƌdeŵeŶts.  
 

Le pavage 

Si une ruche ne pave pas une surface par conséquent, elle aura des espaces 

ŶoŶ ĐoŵďlĠs de ŵatiğƌe Đe Ƌui seƌait uŶe peƌte de stoĐkage aiŶsi Ƌu’uŶe 
peƌte d’ĠĐhaŶge de Đhaleuƌ eŶtƌe les alvĠoles ;ĠŵissioŶs ou absorptions). Les 

abeilles chauffent la cire jusqu'à ce que la cire deviennent ductile ce qui 

permet aux cloisons hexagonales très régulières de s'ériger presque d’elles-

mêmes. De plus la construction de la ruche semble se faire par couches 

superposées les unes par rapport aux autres, si la ruche possède un espace à 

un endroit de la couche inférieure alors la couche supérieure ne pourra pas 

paƌ ĐoŶsĠƋueŶt se faiƌe à l’eŶdƌoit vide de la ĐouĐhe iŶfĠƌieuƌe. 

 
Image thermique de deux 

sites en construction 

Après ces observation on eŶ dĠduit Ƌue la ƌuĐhe doit paveƌ l’espaĐe. Nous alloŶs aloƌs Ġtudieƌ le pavage du 
plaŶ à l’aide des ŵathĠŵatiƋues, il faut savoiƌ Ƌu’il eǆiste uŶe iŶfiŶitĠ de foƌŵes Ƌui peuveŶt paveƌ le plaŶ. 
Ci-dessous il y a quelque représentation possible du pavage du plan par des formes. 

Pavage du plan par des polygones 

 

Pavages par d’autres forŵes ;EsĐherͿ  

 

Le cercle 

Il faut savoir que toutes les formes géométriques ne 
pavent pas le plan ; le cercle ne pave pas le plan par 
exemple. Ainsi le cercle laissera des espaces vides, ce 
qui ne sera pas optimal pour la ruche qui perd une 
ƋuaŶtitĠ d’aiƌ ŶoŶ utilisaďle seƌvaŶt pouƌ le stoĐkage 
;ŵiel, aďeille ƌeiŶe…Ϳ. Nous pouvoŶs aloƌs 
définitivement exclure le cercle qui Ŷ’est pas une 
forme optimale, et bien trop complexe à reproduire. 
Nous avoŶs vu Ƌue l’alvĠole à pƌoduiƌe Ŷe doit pas 
être trop compliquée du fait que l'abeille ne vit pas 
longtemps et doit en produire le plus possible. Nous 
avons vu plus haut Ƌu’il existe les polygones 
réguliers nous allons alors les étudier. 
 

Tentative de pavage avec un Cercle 

 

Les polygones réguliers 
Les abeilles ont choisi de ĐƌĠeƌ des alvĠoles à l’aide de polǇgoŶes réguliers car ils sont simples à 

pƌoduiƌe. Les ĐaƌaĐtĠƌistiƋues d’uŶ polǇgoŶe ƌĠgulieƌ sont seulement une longueur ɑ et un angle. On peut 

distinguer deux types de polygones réguliers ceux qui pavent le plan puis ceux qui ne pavent pas le plan. 

Nous dĠŵoŶtƌeƌoŶs Ƌu’il eǆiste peu de polygones réguliers qui pavent le plan. 



MATh.en.JEANS 2016 -2017                                 Lycée Jules Supervielle – Oloron Sainte Marie (64) 

Page 5 

Deux polygones réguliers qui pavent 

Triangles équilatéraux 

 

Carrés 

 

 

Deux polygones réguliers qui ne pavent pas 

Octogone

 

Pentagone

 

 

De même que pour le cercle les polygones réguliers qui ne pavent pas le plan ne sont pas optimaux et 
laissent des tƌous Ŷe peƌŵettaŶt pas le stoĐkage ou l’espaĐe suffisaŶt pouƌ stoĐkeƌ. Nous alloŶs aloƌs les 
exclure également car les abeilles sont dans un principe d'optimisation. 
 
Démontration de la conjecture Honeycomb(7) 

 

Données:  
-  n est le nombre de côtés du polygone 
-  k est l’angle formé par deux côté du polygone 
- m est la mesure des deux angles de la base des 

triangles, où m=m1=m2 

- a est la ŵesuƌe de l’aŶgle au ĐeŶtƌe 

- n est le nombre de côtés du polygone n > 2  
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Démonstration: 

Dans un polygone régulier tous les angles en partant du centre sont égaux, on a alors ݉ = ͼͶ݊  

Les angles m1 et m1 sont égaux on note alors ݉ = ଵ8−�ଶ , oŶ soustƌait l’aŶgle a à 180 pour trouver combien 

mesurent les deux angles restant Đaƌ la soŵŵe des aŶgles d’uŶ tƌiaŶgle est Ġgal à ϭϴϬ puis oŶ effeĐtue uŶ 
division par 2 car m1 et m2 sont égaux. 

Pour trouver la valeur de k, Đ’est siŵpleŵeŶt la soŵŵe des aŶgles de deux côtés adjacents donc on a 

l’ĠgalitĠ ݇ = ʹ × ݉ = ͳ8Ͳ − � = ͳ8Ͳ − ଷ6 = ͳ8Ͳሺͳ − ଶሻ. 

 

Le polygone régulier pave le plan équivaut à 360° est divisible par k car on suppose que k est un entier 

Cette condition est nécessaire ; pƌouvoŶs Ƌu’il eǆiste uŶ eŶtieƌ Ŷatuƌel Ǉ tel Ƌue ͵6Ͳ = ݕ × ݇, Nous 

pouvons alors en déduire ͵6Ͳ = ݕ × ݇  ⇔   ͵6Ͳ = ݕ × ͳ8Ͳ × ሺͳ − ଶሻ   ⇔   ʹ = ݕ × ሺͳ − ଶሻ, on 

oďtieŶt aloƌs l’ĠƋuatioŶ suivaŶte  de plus on sait que ݊ > ʹ donc 

on obtient la condition nécessaire  est uŶ eŶtieƌ. L’ĠƋuivaleŶte à ݊ −  divise 4, vrai uniquement pour ݊ = ͵, ݊ = Ͷ et ݊ = 6 car on obtient un entier. 

Si on considère la propriété suivante : ͞ si uŶ polǇgoŶe ƌĠgulieƌ pave le plaŶ, aloƌs la soŵŵe des aŶgles du 
centre du polygone régulier équivaut à 360° est il est divisible par k, alors seuls les polygones réguliers tels 

que le triangles, le carré et l'hexagone pavent le plan 

Parmi ces 3 formes de polǇgoŶes ƌĠgulieƌs Ƌui paveŶt le plaŶ, l’aďeille Đhoisit l’heǆagoŶe  

 

Une surface hexagonale 
DaŶs la paƌtie pƌĠĐĠdeŶte Ŷous avoŶs vu Ƌue l’alvĠole avait uŶe foƌŵe ĠtƌaŶge et paƌtiĐuliğƌe. 

Cette forme semblait bien pratique pour contenir au mieux la larve dans les alvéoles. Cela fait appel aux 

hypotheses 1 et 2 vues plus haut. “i la foƌŵe de l’alvĠole devait appƌoǆiŵeƌ au ŵieuǆ Đelle de l’aďeille et de 
la laƌve, Đela devƌait ġtƌe uŶ ĐeƌĐle ou uŶe foƌŵe Ƌui s’eŶ appƌoĐhe.  
Cependant tout polygone régulier est inscrit dans un cercle. Plus le polygone a de côtés, plus il approxime 

uŶ ĐeƌĐle ;Tƌavauǆ d’Archimède : approximation du cercle par des polygones réguliers.). Il y a donc moins 

d’espaĐe vide, la ƋuaŶtitĠ de ŵatiğƌe est optiŵisĠe.(5) 

 

Ci ĐoŶtƌe il Ǉ a la ŵodĠlisatioŶ de l’ĠvolutioŶ de la diffĠƌeŶĐe de 
l’aiƌe entre le disque et le polygone régulier où le polygone 
régulier a pour côté ɑ = ϭ,ϲ. Les ĐôtĠs soŶt toujouƌs d’uŶe ŵġŵe 
longueur ɑ. Cette aire diminue au fur et à mesure que le nombre 
de côtés du polygone régulier augmente. La partie en blanc est le 
polǇgoŶe et la paƌtie eŶ veƌt l’aiƌe du ĐeƌĐle Ƌui Ŷ’est pas ĐoŵďlĠe 
par le polygone régulier inscrit. Les graphiques ci dessous 
décrivent ces évolutions.  
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;“i l’aŶiŵatioŶ Ŷe ŵaƌĐhe pas : http://urlz.fr/5Gcu) 

 

 

 

La foƌŵe des alvĠoles d’aďeille est uŶ pƌisŵe à ďase heǆagoŶale doŶĐ à  ϲ ĐôtĠs soit uŶe diffĠƌeŶĐe d’aiƌ 
entre le polygone et le cercle de 1,39 U.A. Alors que pour le triangle nous avons une différence bien plus 

grande de 1,58 U.A soit 0,19 U.A en moins par alvéole. “aĐhaŶt Ƌu’uŶ Đadƌe aƌtifiĐiel d’uŶe ƌuĐhe Đoŵpoƌte 
3220 alvéoles environ, nous pouvons estimé une perte aux alentours de 630,8 U.A par cadre artificiel en 

quantité de miel pour les abeilles. Cependant il existe toujours des polygones réguliers qui prennent encore 

plus d’aiƌe Ƌue l’heǆagoŶe : ce sont tous les polygones à 6+n côtés. Pour un polygone régulier à 20 côtés la 

diffĠƌeŶĐe d’aiƌe est de 1,34 ; cette valeur à deux décimales près reste ĐoŶstaŶte pouƌ Ŷ’iŵpoƌte Ƌuel 
nombre de côtés. De ce fait malgré la forme observée le cercle pourrait très bien satisfaire : il Ŷ’Ǉ a ŵġŵe 
auĐuŶe peƌte d’aiƌe. Nous allons nous intéresser au point de vue du périmètre. 

 
Ci dessus le graphique nous montre que plus le nombre de côtés augmente plus la différence des 

deux périmètres va tendre vers la valeur 0. Cela signifie que plus le nombre de côtés est important, plus la 

quantité de cire nécessaire à la fabrication d’uŶe alvĠole se ƌappƌoĐheƌa de la valeuƌ ŵaǆiŵuŵ Ƌui est le 
pĠƌiŵğtƌe du ĐeƌĐle. La valeuƌ Ƌui Ŷous iŶtĠƌesse est Đelle d’uŶ heǆagoŶe où la différence de périmètre est 

http://urlz.fr/5Gcu
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de 0,45 U.A(8). La différence de périmètre se situe proche de la moyenne à 0,5 près, du fait que entre la 

valeur différente maximale (1) et la valeur minimale proche de 0. Cependant le pentagone a aussi une 

valeur qui se situe à 0,5 près de la moyenne : sa différence étant de 0,55 U.A. Cependant 0,55 U.A, 

demande plus de matière que 0,45 U.A. Nous reviendrons sur cette différence de quantité de matière entre 

les deux daŶs la paƌtie suƌ les ĠĐhaŶges de Đhaleuƌ et l’isolatioŶ pouƌ lesquels il est pƌĠfĠƌaďle d’avoiƌ uŶ 
périmètre demandant 0,45 U.A, ainsi que dans la partie sur le pavage du plan rejetant définitivement la 

possiďilitĠ Ƌu’uŶe alvĠole soit uŶ polǇgoŶe ƌĠgulieƌ à ϲ ĐôtĠs. 
Revenons sur notre hypothèse numéro 2 où l'abeille est dans le principe d'économie de matière 

alors parmi ces 3 polygones réguliers qui paveŶt le plaŶ il va falloiƌ Ƌu’oŶ tƌouve le plus optiŵal au Ŷiveau 
du pĠƌiŵğtƌe et l’aiƌe. Pour cela nous allons analyser les trois polygones réguliers (triangle équilatéral, 

carré, hexagone) pour déterminer celui qui minimise la quantité de matière nécessaire à sa construction.  

De plus nous avons besoin d’avoiƌ le plus gƌaŶd disƋue iŶsĐƌit paƌŵis Đes ϯ polǇgoŶes ƌĠgulieƌs Ƌui paveŶt le 
plan  pour une même surface car il faut aussi un espace suffisamment grand pour y stocker les larves. 

Mathématiquement cela peut se traduire en : pour une surface fixée, quel est de ces 3 polygones celui qui 

a le plus petit périmètre et le plus grand disque inscrit ?(5) 

Triangle Equilatéral  

 

Carré 
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 Triangle 
équilatéral de 

côté a 

Carré de côté c Hexagone de côté l 

Périmètre P en fonction du côté ͵� ͺܿ ͼ݈ 

 
Aire S en fonction du côté 

 

ܿଶ 
 

S en fonction de P 

   
P2 en fonction de S 

 

ͷͼ� 

 
 

Pour une aire donnée = ͷ 

Triangles équilatéraux 

 

Carré 16 

Hexagone 

 �ℎ��ଶ < �௧���é௨���௧é��ଶ < ���éଶ  �ℎ�� < �௧���é௨���௧é�� < ���é  

Nous pouvoŶs ĐoŶĐluƌe et diƌe Ƌue l’heǆagoŶe a le plus petit périmètre entre le triangle et le carré 

ce qui nécessite moins de matière pour sa confection. Cependant les alvéoles stockent non seulement du 

miel mais aussi des larves. Nous allons aloƌs Ġtudieƌ l’aiƌe du ĐeƌĐle iŶsĐƌit daŶs Đes polǇgoŶes ƌĠgulieƌs. EŶ 
ŵoǇeŶŶe la loŶgueuƌ d’uŶ ĐôtĠ d’uŶe alvĠole suƌ uŶe plaŶĐhe aƌtifiĐiel est de Ϭ,ϱĐŵ, Đela seƌa Ŷotƌe ďase 
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pouƌ ĐalĐuleƌ l’aiƌe du ĐeƌĐle iŶsĐƌit daŶs les ϯ polǇgoŶes ƌĠgulieƌs. 

Pour une longueur de 0,5cm 

Cercle inscrit dans le triangle équilatéral 

 

Cercle inscrit dans le carré 

 Cercle inscrit dans l’hexagone 

 A��� ℎ�� > ���� ௧��é௨���௧é�� > ���� ��é  

 

Cela confirme alors les hypotheses 2 et 3 suƌ l’ĠĐoŶoŵie de ŵatiğƌe Ƌui ĐoŶsiste à pƌoduiƌe uŶ 
périmètre minimal autour des larves avec la plus grande aire de stockage possible pour le miel, ainsi  que 

l’hǇpothğse Ƌui doit ĐoƌƌespoŶdƌe à la foƌŵe de la laƌve  
Cependant lorsque nous observons les alvéoles, elles possèdent un bourrelet de 0,07 millimètre sur 

les côtés de l'hexagone. Ce bourrelet est présent pour plusieurs raisons, la première, la plus intuitive, est la 

nécessité que si l’alvĠole doit avoiƌ uŶ ďouƌƌelet, l’Ġpaisseuƌ Ŷe peut ġtƌe Ŷulle ou être proche de 0 

;iŶvisiďle à l’oeil ŶuͿ. Le seĐond argument est la solidité : la structure doit supporter du poids (progéniture, 

ŵiel…Ϳ, la soliditĠ de l’alvĠole dĠpeŶdƌa de son épaisseur, de sa masse, de sa longueur, de sa forme et de sa 

structure. Nous allons donc essayer de voir comment la structure répond à une optimisation de la solidité 

de la stƌuĐtuƌe de l’alvĠole. DaŶs uŶ pƌeŵieƌ teŵps ĠtudioŶs l’aƌĐhiteĐtuƌe de l’alvĠole eŶ dĠtails. 

Si il y a des trous, ils seront comblés paƌ l’aiƌ Ƌui est uŶ isolaŶt doŶĐ l’ĠĐhange de chaleur entre les alvéoles 
seƌa diŵiŶuĠ. Il Ŷe faut pas ŶoŶ plus de dĠďoƌdeŵeŶt Đaƌ d’apƌğs l’hǇpothğse Ϯ la ƋuaŶtitĠ de ŵatiğƌe doit 
être la plus petite possible. 
La foƌŵe de l’alvĠole  doit doŶĐ paveƌ le plaŶ. 
 Le cercle ne pave pas le plan, il se forme des espaces vides ou des superpositions  

Le solide  
Observation 

D’apƌğs Đe Ƌue l’oŶ a ĠtudiĠ, l’alvĠole devƌait ġtƌe uŶ pƌisŵe à ďase hexagoŶale. Oƌ l’alvĠole 
est un solide à fond non plat (non hexagonal) mais constitué de trois losanges de mesures 

particulières. Cette structure confirme-t-elle mathématiquement les hypothèses? 

Nous allons alors reprendre les hypothèses précédentes et ajouter les conditions manquantes pour 

Ƌue Đela ƌeste vƌai aveĐ uŶe alvĠole eŶ ϯ diŵeŶsioŶs. L’hǇpothğse ͞La structure doit correspondre à 

Đelle de la laƌve͟, reste vraie eŶ oďteŶaŶt uŶ foŶd Ƌui Ŷ’est pas plat ŵais ĐoŶstituĠ de tƌois losaŶges, 
Đoŵŵe Ŷous l’avoŶs vu aveĐ la ŵoƌphologie de la laƌve à l’aďeille. (Cf: “ĐhĠŵa de l’ĠvolutioŶ de la 
larve) 

La ŵoƌphologie de l’aďeille au Ŷiveau de l’eǆtƌĠŵitĠ de l’aďdoŵeŶ 
Ŷ’est pas plat ŵais tƌiaŶgulaiƌe. Tous les solides ĐoŶstituĠs de trois 
losaŶges peuveŶt ġtƌe utilisĠs Đoŵŵe ďase pouƌ l’alvĠole du fait 
Ƌu’ils ƌesseŵďleŶt à la ŵoƌphologie tƌiaŶgulaiƌe de l'aďeille. Cette 
forme ci spécial construit à base de losanges est appelé le rhombe. 

 
SĐhéŵa de l’évolutioŶ de la larve 

Si nous passons à l’hǇpothğse suivaŶte ͞L'aďeille est daŶs le pƌiŶĐipe d'ĠĐoŶoŵie de ŵatiğƌe.͟ et ͞La 

structure répond à une optimisation du traitement de l'information et de la communication.͟ l’hǇpothğse 
ĐoŶĐeƌŶaŶt le pƌiŶĐipe d’ĠĐoŶoŵie de ŵatiğƌe Ŷ’est plus vƌaie : cela a été démontré en 1964 par Fejes Toth 



MATh.en.JEANS 2016 -2017                                 Lycée Jules Supervielle – Oloron Sainte Marie (64) 

Page 11 

qui a prouvé que si le fond était formé de deux petits hexagones ainsi que de deux losanges, à la place de 

trois rhombes, la quantité de cire serait inférieure, mais seulement de 0,35% de quantité de cire 

économisé, pour une forme beaucoup plus compliqué à réaliser. Cela reste donc la forme la plus optimale 

mais pas la plus économique. 

● Hypothèse 4: DaŶs uŶ espaĐe doŶŶĠ, l’aďeille ĐoŶstƌuit uŶ ŵaǆiŵuŵ d’alvĠoles 

● Hypothèse 5: La stƌuĐtuƌe doit ƌĠpoŶdƌe à uŶ ŵaǆiŵuŵ d’ĠĐhaŶges de chaleur entre les alvéoles.  

● Hypothèse 6: La structure optimise la solidité 

Tout Đoŵŵe l’heǆagoŶe daŶs uŶ plaŶ eŶ Ϯ diŵeŶsioŶs, la foƌŵe de l’alvĠole pave en surface l’espaĐe. De 
plus, la ŵoƌphologie de la laƌve Ŷ’aǇaŶt pas d’eǆtƌĠŵitĠ iŶfĠƌieuƌe plate ŵais se ƌappƌoĐhaŶt de la foƌŵe 
tƌiaŶgulaiƌe, l’alvĠole Ŷe doit pas avoiƌ uŶe extrémité inférieure plate non plus, pour approcher au mieux la 

forme de la larve. Les deux images qui vont suivre sont deux photographies vues du dessus et une coupe 

d’uŶe ƌuĐhe où les alvéoles contiennent des larves. 

 
Photographie vue du dessus 

 
Photographie d’uŶe Đoupe vertiĐal 

EŶsuite, l’alvĠole possğde uŶ foŶd ĐoŶstituĠ de tƌois losaŶges Ƌui soŶt ĐollĠs à trois autres alvéoles, 

ĐoŶtƌaiƌeŵeŶt au foŶd plat Ƌui Ŷ’est ĐollĠ Ƌu’à uŶe seule autƌe alvĠole. Le fait d’avoiƌ Ƌuatƌe alvéoles 

mutuellement en contact au lieu de deux permet aux alvéoles remplies de posséder une meilleure solidité 

aiŶsi Ƌu’uŶ ĠĐhaŶge de Đhaleuƌ paƌ suƌfaĐe de ĐoŶtaĐt au Ŷiveau de la ďase supeƌieuƌe. voir 

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00890188/document) 
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Si on considère le prisme droit à base hexagonale (fond plat) et que 

l’oŶ ƌajoute le dodĠĐağdƌe ƌhoŵďiƋue tƌoŶƋuĠ pouƌ oďteŶiƌ la foƌŵe 
de l’alvĠole, le voluŵe ƌeste ĐoŶstaŶt. OŶ peut voiƌ Ƌue Đe Ƌui est 
enlevé est ajouté. 

On le démontre par un calcul après avoir obtenu les expressions 

algĠďƌiƋues de  l’aiƌe de ĐhaĐuŶe des ďases 

Mais il existe une infinité de losanges qui peuvent tous satisfaire ces 

ĐoŶditioŶs. AjoutoŶs uŶ autƌe Đƌitğƌe: l’optiŵisatioŶ de la ƋuaŶtitĠ de 
cire. 

 
Dodécaèdre rhombique tronqué  

Notƌe foŶd auǆ tƌois losaŶges doit utiliseƌ le ŵiŶiŵuŵ de Điƌe Đ’est à diƌe avoiƌ uŶ ŵiŶiŵuŵ d’aiƌe 
de suƌfaĐe et ĐoŶteŶiƌ ƋuaŶd ŵġŵe le ŵġŵe voluŵe Ƌu’uŶe alvĠole à foŶd heǆagoŶal. 
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 ���௧ = ���݁ℎ�� + 6 ∗ ��� ݁�� = ଷ√ଷଶ +6h ��௦ = ���݁�௦� + 6 ∗ ���݁௧�è� = ͵ ∗ ݀ͳ ∗ ݀ʹʹ + 6 ∗ ʹℎ − ʹݔ = ͵ ቆʹℎ − ݔ + √͵ + ʹଶݔʹ ቇ 

 

 

où d1 et d2 sont les diagonales du losange. 

Avec ces formules, on démontre par le calcul que le volume du prisme droit à base hexagonale est égal au 

volume du solide à base rhombique, 

En effet, le volume est égale à  soit, 

 
GaƌdoŶs eŶ tġte Ƌue le ĐôtĠ de l’heǆagoŶe  est ĐoŶsidĠƌĠ Đoŵŵe Ġgal à  ϭ, la hauteuƌ de l’alvĠole ℎ est une 

constante, et ݔ varie entre Ͷ et ℎ, où ݔ = Ͷ correspond à une alvéole à fond plat. 

A partir de là nous pouvons étudier l’aiƌe d’uŶe telle alvĠole aveĐ la foŶĐtioŶ, 

 
Mais comme on cherche une aire de surface minimale pour un volume donné, nous allons étudier les 

variations de cette fonction à l’aide de la dĠƌivĠe, 

 
A’ a le sigŶe de ϴǆ² - 1 



MATh.en.JEANS 2016 -2017                                 Lycée Jules Supervielle – Oloron Sainte Marie (64) 

Page 14 

 

L’aiƌe de la suƌfaĐe d’uŶe alvéole au fond formé de trois losanges atteint un minimum quand ݔ = √
ͺ

 

De tous les losanges possibles, celui des alvéoles est celui qui optimise la surface et donc la matière, avec 

uŶ aŶgle Ƌui ŵesuƌe à peu pƌğs ϭϬϵ°. C’est Đelui Ƌui est oďseƌvĠ. L’aiƌe du solide ƌhoŵďiƋue de l’alvĠole est 
inférieure à celle du prisme droit. 

Considérons ce solide pour ݔ = √
ͺ

, la surface est égale à : 

 

 

 

Le prisme à base hexagonale a pour aire, ���௧ = √


+ ͼ ≃ ,ͻ9+ ͼ On peut alors dire que���௧ >��௦ 

L’hǇpothğse d’ĠĐoŶoŵie de ŵatiğƌe est  ĐoŶfiƌŵĠe à Ŷouveau.  
 

Conclusion(6) 

 

La foƌŵe ĠtudiĠe de l’alvĠole ĐoŵposĠe d’uŶ pƌisŵe dƌoit doŶt uŶe ďase heǆagoŶale à foŶd ĐoŵposĠ de 
tƌois losaŶges dĠĐƌits Đi dessus ĐoŶfiƌŵe paƌ uŶ poiŶt de vue ŵathĠŵatiƋue Ƌue la stƌuĐtuƌe de l’alvĠole 
ĐoŶstƌuite paƌ l’aďeille ƌeposeƌait suƌ uŶ pƌiŶĐipe d’optiŵisatioŶ :  
 

●  minimisation la matière , le traitement de l'information et la communication,   

 

● ŵaǆiŵisatioŶ la soliditĠ de la stƌuĐtuƌe, et l’ĠĐhaŶge de Đhaleuƌ. Voir 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Nid_d%27abeilles_(structure) 

 

 

Notes d’éditioŶs 
(1)  Il est ŶĠĐessaiƌe de dĠĐƌiƌe l’aďeille et la ͞gĠoŵĠtƌie͟ de soŶ Đoƌps pouƌ ďieŶ ĐoŵpƌeŶdƌe la suite 
(2) UŶ dodĠĐağdƌe ƌhoŵďiƋue est uŶ polǇğdƌe ĐoŶveǆe à ϭϮ faĐes ƌhoŵďiƋues, Đ’est-à-dire dont les arêtes sont 
de même longueur. 
(3) OŶ Ŷe ĐoŵpƌeŶd pas de Ƌuelle iŶfoƌŵatioŶ l’aďeille a ďesoiŶ pouƌ foƌŵeƌ uŶ ĐeƌĐle, Ŷi eŶ Ƌuoi le degré de 
l’ĠƋuatioŶ est ƌeliĠ au tƌaiteŵeŶt du tƌaĐĠ. Cette paƌtie ŵaŶƋue d’aƌguŵeŶts Il faudƌait eŶ savoiƌ plus suƌ Đe 
que signifie « le tƌaiteŵeŶt de l’iŶfoƌŵatioŶ ». 
(4) OŶ Ŷe peut pas ĐoŶfiƌŵeƌ l’hǇpothğse à l’aide de Đe Ƌui précède. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Nid_d%27abeilles_(structure)
note1
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(5) OŶ s’ĠloigŶe uŶ peu vite du pƌoďlğŵe des laƌves ; si oŶ souhaite seuleŵeŶt stoĐkeƌ le ŵiel, oŶ peut Ŷe 
s’iŶtĠƌesseƌ Ƌu’à la suƌfaĐe. “i oŶ souhaite logeƌ des laƌves, le pƌoďlğŵe est uŶ peu diffĠƌeŶt, Đaƌ Đe Ŷ’est pas 
l’aiƌe totale Ƌui est iŶtĠƌessaŶte, ŵais l’aiƌe du plus gƌaŶd disƋue logeaďle daŶs le polǇgoŶe ;ĐeƌĐle iŶsĐƌitͿ. 
(6) Pouƌ la ĐoŶĐlusioŶ, il Ǉ a des poiŶts Ƌui Ŷ’oŶt pas ĠtĠ tƌaitĠs : le tƌaiteŵeŶt de l’iŶfoƌŵatioŶ Ŷ’est pas clair 
daŶs l’aƌtiĐle. De ŵġŵe, il Ŷ’Ǉ a pas d’aƌguŵeŶt ĐoŶvaiŶĐaŶt ĐoŶĐeƌŶaŶt les ĠĐhaŶges de Đhaleuƌ. Cela Ŷ’a pas 
été modélisé ni décrit.  
On pourrait dire que, d’uŶ poiŶt de vue ŵathĠŵatiƋue, l’Ġtude ŵoŶtƌe Ƌue les hǇpothğses ϭ, Ϯ, ϰ seŵďleŶt 
pertineŶtes…il Ǉ  a saŶs doute d’autƌes hǇpothğses possiďles. 
Paƌ eǆeŵple l’oƌigiŶe de la stƌuĐtuƌe heǆagoŶale Ŷ’est pas du tout Đlaiƌe et les deƌŶiğƌes Ġtudes seŵďleŶt 
iŶdiƋueƌ au ĐoŶtƌaiƌe Ƌue les aďeilles Ŷe faďƌiƋueŶt pas des heǆagoŶes, ŵais des ĐeƌĐles… il y a encore des 
recherches à approfondir ! 
(7) Honeycomb : Paƌŵi Đes ϯ foƌŵes de polǇgoŶes ƌĠgulieƌs Ƌui paveŶt le plaŶ, l’aďeille Đhoisit l’heǆagoŶe 
(8) U.A = uŶitĠ d’aiƌe 
 


